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΄Ασκηση 1.

Λύση

Γνωρίζουµε ότι :

d

ds
MX(s) =

d

ds
(a(es) + b(e2s) + c(e3s)) = a(es) + 2b(e2s) + 3c(e3s)

d2

ds2
MX(s) =

d

ds
(
d

ds
MX(s)) =

d

ds
(a(es) + 2b(e2s) + 3c(e3s)) = a(es) + 4b(e2s) + 9c(e3s)

Για να ϐρούµε τις σταθερές a, b, και c χρησιµοποιούµε τις παρακάτω σχέσεις :

M(0) = 1 ⇒ a+ b+ c = 1 ⇒ a = 1− b− c (1)

Αντικαθιστώντας την (1) στις απο κάτω έχουµε:

d

ds
MX(s)|s=0 = E[X] = 2 ⇒ a+ 2b+ 3c = 2 ⇒ (1− b− c) + 2b+ 3c = 2 ⇒ b+ 2c = 1

d2

ds2
MX(s)|s=0 = E[X2] = var(X) + (E[X])2 =

2

4
+ 22 =

1

2
+ 4 =

9

2
⇒ a+ 4b+ 9c =

9

2

⇒ (1− b− c) + 4b+ 9c =
9

2
⇒ 3b+ 8c =

9

2

Λύνοντας το παρακάτω σύστηµα ϐρίσκουµε τιµές για τα b, c:

{
b+ 2c = 1

3b+ 8c = 9
2

και µετά αντικαθιστώντας τα b c στην (1) ϐρίσκουµε και το a ΄Αρα έχουµε συνολικά ότι :

a =
1

4

b =
2

4

c =
1

4

Οπότε η ϱοπογεννήτρια συνάρτηση γίνεται : MX(s) = 1
4e

s + 2
4e

2s + 1
4e

3s

Η συνάρτηση πιθανότητας της X προκύπτει απο τις δυνάµεις του es και τους συντελεστές a,b
και c που ϐρήκαµε παραπάνω. Οπότε έχουµε:
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P (X = 1) = a =
1

4

P (X = 2) = b =
2

4

P (X = 3) = c =
1

4
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΄Ασκηση 2.

(i) Αναλύουµε τη ϱοπογεννήτρια συνάρτηση σε απλά κλάσµατα, και έχουµε:

MX(s) =
9− 7s

3s2 − 12s+ 9
=

9− 7s

3(s− 1)(s− 3)
=

A

s− 1
+

B

s− 3

Για τον υπολογισµό των A, B, έχουµε:
A = MX(s) · (s− 1)

∣∣∣∣
s=1

= 9−7s
3(s−3)

∣∣∣∣
s=1

= 2
3(−2) = −1

3

B = MX(s) · (s− 3)

∣∣∣∣
s=3

= 9−7s
3(s−1)

∣∣∣∣
s=3

= −12
3(2) = −2

Οπότε, η ϱοπογεννήτρια συνάρτηση γίνεται :

MX(s) =
9− 7s

3(s− 1)(s− 3)
= −1

3
· 1

s− 1
− 2 · 1

s− 3

=
1

3
· 1

1− s
+ 2 · 1

3− s
=

1

3
· 1

1− s
+

2

3
· 3

3− s

Εποµένως, η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σππ) (pdf ) της τ.µ. X που προκύπτει από
τη ϱοπογεννήτρια συνάρτηση ϑα είναι :

fX(x) =

{
1
3e

−x + 2
33e

−3x x ≥ 0

0 x < 0

(ii) Υπολογίζοντας την παράγωγο 1-ης τάξης της MX(s), έχουµε:

dMX(s)

ds
=

d

(
1
3 · 1

1−s +
2
3 · 3

3−s

)
ds

=
1

3
· 1

(s− 1)2
+

2

3
· 3

(s− 3)2

΄Αρα, για τη µέση τιµή της τ.µ. X έχουµε:

E[X] =
dMX(s)

ds

∣∣∣∣
s=0

=

(
1

3
· 1

(s− 1)2
+

2

3
· 3

(s− 3)2

)∣∣∣∣
s=0

=
1

3
· 1 + 2

3
· 3
9
=

1

3
+

2

9
=

5

9

(iii) Υπολογίζοντας την παράγωγο 2-ης τάξης της MX(s), έχουµε:

d2MX(s)

ds2
=

d

(
1
3 · 1

(s−1)2
+ 2

3 · 3
(s−3)2

)
ds

=
1

3
· −2

(s− 1)3
+

2

3
· −6

(s− 3)3

΄Αρα, για τη ϱοπή 2-ης τάξης της τ.µ X έχουµε:

E[X2] =
d2MX(s)

ds2

∣∣∣∣
s=0

=

(
1

3
· −2

(s− 1)3
+

2

3
· −6

(s− 3)3

)∣∣∣∣
s=0

=
1

3
· 2+ 2

3
· 6

27
=

2

3
+

4

27
=

22

27

Για τον υπολογισµό της διασποράς της τ.µ. X, V AR[X], ϑα χρησιµοποιήσουµε τη γνωστή
από την ϑεωρία σχέση:

V AR[X] = E[X2]− (E[X])2

΄Αρα, η διασπορά της τ.µ. X, V AR[X] ϑα είναι τελικά:

V AR[X] = E[X2]− (E[X])2 =
22

27
− (

5

9
)2 =

22

27
− 25

81
=

66− 25

81
=

41

81
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(iv) Για τον υπολογισµό της Ϲητούµενης πιθανότητας, ελέγχουµε σε ποιον κλάδο της fX(x) αντι-
στοιχεί το προς εξέταση γεγονός, και έχουµε:

P (X ≥ 1) =

∫ +∞

1
fX(x)dx =

∫ +∞

1
(
1

3
e−x +

2

3
3e−3x)dx

=

∫ +∞

1

1

3
e−xdx+

∫ +∞

1

2

3
3e−3xdx = −1

3

∫ +∞

1
−e−xdx− 2

3

∫ +∞

1
−3e−3xdx

= −1

3

[
e−x

]+∞

1

− 2

3

[
e−3x

]+∞

1

= −1

3
(0− e−1)− 2

3
(0− e−3) =

e−1 + 2e−3

3

(v) Για τον υπολογισµό της Ϲητούµενης πιθανότητας, ελέγχουµε σε ποιον κλάδο της fX(x) αντι-
στοιχεί το προς εξέταση γεγονός, και έχουµε:

P (
3

2
≤ X ≤ 2 | 0 ≤ X ≤ 2) =

P (32 ≤ X ≤ 2, 0 ≤ X ≤ 2)

P (0 ≤ X ≤ 2)

=
P (32 ≤ X ≤ 2)

P (0 ≤ X ≤ 2)
=

∫ 2
3
2
fX(x)dx∫ 2

0 fX(x)dx

=

∫ 2
3
2
(13e

−x + 2
33e

−3x)dx∫ 2
0 (

1
3e

−x + 2
33e

−3x)dx
=

∫ 2
3
2

1
3e

−xdx+
∫ 2

3
2

2
33e

−3xdx∫ 2
0

1
3e

−xdx+
∫ 2
0

2
33e

−3xdx

=
−1

3

∫ 2
3
2
−e−xdx− 2

3

∫ 2
3
2
−3e−3xdx

−1
3

∫ 2
0 −e−xdx− 2

3

∫ 2
0 −3e−3x

=

−1
3

[
e−x

]2
3
2

− 2
3

[
e−3x

]2
3
2

−1
3

[
e−x

]2
0

− 2
3

[
e−3x

]2
0

=
−1

3(e
−2 − e−

3
2 )− 2

3(e
−6 − e−

9
2 )

−1
3(e

−2 − 1)− 2
3(e

−6 − 1)
=

−e−2 + e−
3
2 − 2e−6 + 2e−

9
2

−e−2 + 1− 2e−6 + 2

=
e−

3
2 + 2e−

9
2 − e−2 − 2e−6

3− e−2 − 2e−6
≈ 0.1051

2.8597
= 0.0367
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΄Ασκηση 3.

(i) ΄Εχουµε ότι :

MX(s) =

∫ ∞

−∞
(esxfX(x))dx =

∫ ∞

0
esx3e−3x dx =

∫ ∞

0
3e(s−3)x dx

=
3

s− 3
e(s−3)x

∣∣∣∣∞
s=0

(για s ̸= 3 και για s− 3 < 0 ή s < 3)) =
3

s− 3
(0− 1) = − 3

s− 3

Κατά συνέπεια, MX(s) = − 3
s−3 , s < 3: (***)

Για την µεση τιµη και τη διασπορα έχουµε:

E[X] =
d

ds
MX(s)

∣∣∣∣
s=0

=
d

ds
(− 3

s− 3
)

∣∣∣∣
s=0

=
3

(s− 3)2

∣∣∣∣
s=0

=
3

9
=

1

3

E[X2] =
d2

ds2
MX(s)

∣∣∣∣
s=0

=
d

ds
(

3

(s− 3)2
)

∣∣∣∣
s=0

= − 6

(s− 3)3

∣∣∣∣
s=0

=
6

27
=

2

9

οπότε είναι V ar(X) = (29)− (13)
2 = 2

9 − 1
9 = 1

9

(ii) Αν προσέξετε τον τύπο της µοιάζει µε την εκθετική κατανοµή µε παράµετρο λ = 3.

Αν δούµε λοιπον µέσω των τύπων για την εκθετική κατανοµή ισχύει οτι :

E[X] =
1

λ
= 1/3 που είναι αυτό που ϐρήκαµε

V ar[X] =
1

λ2
= 1/9 που είναι αυτό που ϐρήκαµε

(iii) ΄Εχουµε:

Y = −2X + 3 = AX +B, µε A = −2, B = 3

MY (s) = eBsMX(As) = e3sMX(−2s)

= e3s · (− 3

−2s− 3
)

=
e3s

2s+ 3
(για − 2s < 3 ή s > −3/2

καθως για ο,τι s µπαινει µεσα στην MX(s)ισχύει οτι πρέπει να είναι s < 3)(***)
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΄Ασκηση 4.

Λύση

Για την κατανοµή Poisson µε παράµετρο λ ισχύει ότι M(s) = eλ(e
s−1).

Για την εκθετική κατανοµή µε παράµετρο λ ισχύει ότι M(s) = λ
λ−s .

1. Για το άθροισµα ανεξάρτητων τ.µ. Y = X1 + · · ·+Xn, ισχύει ότι :

MY (s) = E[es(X1+···+Xn)] = E[es(X1)]× · · · × E[es(Xn)] = MX1(s)× · · · ×MXn(s) .

Εποµένως,

ML(s) = MX+Y (s) = MX(s) ·MY (s) = eλX(es−1) · λY

λY − s
= e3(e

s−1) · 2

2− s
.

2. Για τον γραµµικό συνδυασµό µιας τ.µ., Y = aX + b, ισχύει ότι :

MY (s) = E[es(aX+b)] = esbE[esaX ] = esbMX(sa) .

Εποµένως,

MZ(s) = M3L+2(s) = MaL+b(s) = esbML(sa) = e2sML(3s) = e2s·e3(e3s−1)· 2

2− 3s
= e2s+3(e3s−1)· 2

2− 3s
.
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΄Ασκηση 5.

Λύση

(i) ΄Εστω N ο αριθµός των χρηστών που είναι συνδεδεµένοι το σύστηµα µέσα σε µια ώρα. Εφόσον
η N είναι µία τ.µ. Poisson µε παράµετρο λ, από τη ϑεωρία γνωρίζουµε ότι ο µετασχηµατισµός
που της αντιστοιχεί δίνεται από την εξής σχέση:

MN (s) = eλ(e
s−1)

΄Εστω Xi µια διακριτή τ.µ. bernoulli που περιγράφει την κατάσταση του χρήστη i µε συνάρ-
τηση κατανοµής:

PX(x) =

{
p εάν x = 1 (είναι ενεργοί),
1− p εάν x = 0 (είναι ανενεργοί).

Και απο τη ϑεωρία, γνωρίζουµε οτι ο µετασχηµατισµός µιας διακριτής τ.µ. δίνεται από την
εξής σχέση:

MX(s) =
∑
xi

PXi(xi) ∗ esxi = pe1s + (1− p)e0s = pes + 1− p

όπου xi είναι η τιµή της τυχαίας µεταβλητής Xi.

Εµείς ψάχνουµε να ϐρούµε πληροφορίες για την την τ.µ. Y που δηλώνει τον αριθµό των

χρήστών που είναι ενεργοί, δηλαδή Y =
∑N

i=1(Xi). όπου Xi = 0 ή Xi = 1

Ο µετασχηµατισµός MY (s) προσδιορίζεται αντικαθιστώντας στην έκφραση του MN (s) όπου
es µε MX(s). ΄Ετσι, έχουµε τελικά:

MY (s) = MN (s)

∣∣∣∣
es=MX(s)

= eλ(e
s−1)

∣∣∣∣
es=MX(s)

= eλ(MX(s)−1) = eλ(pe
s+1−p−1) = eλ(pe

s−p) = eλp(e
s−1)

(ii) Από την ϑεωρία, γνωρίζουµε ότι για τη µέση τιµή της τ.µ. Y , ισχύει η σχέση (Wald’s equation):

E[Y ] = E[X]E[N ]

Εφόσον η N είναι µία τ.µ. Poisson µε παράµετρο λ, από τη ϑεωρία γνωρίζουµε ότι :

E[N ] = λ.

Επίσης ϐρίσκουµε τη µέση τιµή της BernoulliX ως:

E[X] = p

΄Αρα, τελικά, έχουµε:
E[Y ] = pλ
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Από την ϑεωρία, γνωρίζουµε ότι για τη διασπορά της τ.µ. Y , ισχύει η σχέση:

V AR[Y ] = V AR[X] · E[N ] + (E[X])2 · V AR[N ]

Εφόσον η N είναι µία τ.µ. Poisson µε παράµετρο λ, από τη ϑεωρία γνωρίζουµε ότι :
V AR[N ] = λ.

Εφόσον η X είναι µία τ.µ. Bernoulli µε παράµετρο p, από τη ϑεωρία γνωρίζουµε ότι :
V AR[X] = p(1− p).

΄Αρα, τελικά, έχουµε:

V AR[Y ] = p(1− p) · λ+ p2 · λ = (p− p2) · λ+ p2 · λ = pλ− p2λ+ p2λ = pλ

(iii) Ποιό είδος τυχαίων µεταβλητων σας ϑυµίζει η τυχαία µεταβλητη Y ;

Απάντηση: Κάθε στιγµή εµείς προσπαθούµε να ϐρούµε πόσοι χρήστες είναι ενεργοί (εκτε-
λούν ενέργειες στο σύστηµα) απο το σύνολο των χρηστών που είναι συνδεδεµένοι. ΄Αρα ϑα
µπορούσαµε να µοντελοποιήσουµε το πρόβληµα µας µε µια Poisson τ.µ. M µε παράµε-
τρο λM = pλ = E[M ] = V ar(M). Μας ενδιαφέρει δηλαδή η πιθανότητα εµφάνισης ενός
γεγονότος (οι χρήστες να είναι ενεργοί) κατα τη διάρκεια ενός χρονικού διαστήµατος (1 ώρας).


