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HY-317: Εφαρµοσµένες Στοχαστικές ∆ιαδικασίες - Εαρινό Εξάµηνο 2021

∆ιδάσκων: Π. Τσακαλίδης

Φροντιστήριο 1: Ροπογεννήτριες

΄Ασκηση 1

Οι συνεχείς τυχαίες µεταβλητές µε X και Y έχουν από κοινού συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας :

fX,Y (x, y) =

{
12xy(1− x), 0 < x < 1, 0 < y < 1

0, αλλού

1. Να ϐρεθούν οι περιθωριακές συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας των τ.µ. X και Y .

2. Να εξετάσετε αν οι X και Y είναι ανεξάρτητες τ.µ.

3. Να ϐρεθούν :

(αʹ) Η µέση τιµή των τ.µ. X και Y , E[X] και E[Y ], αντίστοιχα.

(ϐʹ) Η διασπορά των τ.µ. X και Y , var[X] και var[Y ], αντίστοιχα.
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Λύση

1. Η περιθωριακή σ.π.π. της τ.µ. X:

fY (y) =

∫ 1

0
fX,Y (x, y)dy =

∫ 1

0
12xy(1− x)dy = 12x(1− x)

∫ 1

0
ydy

= 12x(1− x)

[
y2

2

]1
0

=
12x(1− x)

2

⇒ fX(x) = 6x(1− x) .

Η περιθωριακή σ.π.π. της τ.µ. Y :

fX(x) =

∫ 1

0
fX,Y (x, y)dx =

∫ 1

0
12xy(1− x)dx = 12y

∫ 1

0
x(1− x)dx

= 12y

∫ 1

0
x− x2dx = 12y

[
x2

2
− x3

3

]1
0

= 12y
1

6

⇒ fY (y) = 2y .

2. Για να είναι οι τ.µ. X,Y ανεξάρτητες ϑα πρέπει

fX,Y (x, y) = fX(x) · fY (y),∀ x, y ∈ (0, 1).

΄Εχουµε ότι

fX(x) · fY (y) = 6x(1− x) · 2y = 12xy(1− x) = fX,Y (x, y) ∀ x, y ∈ (0, 1).

Εποµένως, οι X,Y είναι ανεξάρτητες.

3. (αʹ) Η µέση τιµή της X είναι :

E[X] =

∫ 1

0
xfX(x)dx =

∫ 1

0
x6x(1− x)dx = 6

∫ 1

0
x2(1− x)dx

= 6

∫ 1

0
x2 − x3dx = 6

[
x3

3
− x4

4

]1
0

= 6

(
1

3
− 1

4

)
⇒ E[X] =

1

2
.

Για τη µέση τιµή της τ.µ. Y έχουµε

E[Y ] =

∫ 1

0
yfY (y)dy =

∫ 1

0
2y2dy =

2

3

[
y3
]1
0
=

2

3
.
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(ϐʹ) Η διασπορά της Y δίδεται ως

var(X) = E[(X − E[X)2] = E[X2]− E2[X]

Υπολογίζουµε τη ϱοπή δεύτερης τάξης E[X2] ως εξής :

E[X2] =

∫ 1

0
x2 · fX(x)dx =

∫ 1

0
x26x(1− x)dx = 6

∫ 1

0
x3(1− x)dx

= 6

∫ 1

0
x3 − x4dx = 6

[
x4

4
− x5

5

]1
0

= 6

(
1

4
− 1

5

)
⇒ E[X2] =

3

10
.

Εποµένως, έχουµε

var(X) = E[X2]− E2[X] =
3

10
− (

1

2
)2 =

1

20
.

Αντίστοιχα, για τη διασπορά της Y έχουµε,

E[Y 2] =

∫ 1

0
y2 · fY (y)dy =

∫ 1

0
y2 · 2ydy =

∫ 1

0
2y3dy

= 2

[
y4

4

]1
0

=
2

4

⇒ E[Y 2] =
1

2
.

Εποµένως,

var(Y ) =
1

2
−
(
2

3

)2

=
1

18
.
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΄Ασκηση 2

Μας δίδεται η διακριτή τ.µ. X για την οποία ισχύει ότι :

MX(s) = a+ b · e2s + c · e4s, E[X] = 3, var(X) = 2 .

Υπολογίστε τις σταθερές a, b, c καθώς και τη σ.π.π. της τ.µ. X .
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Λύση

΄Εχουµε τρεις άγνωστες σταθερές και τρεις εξισώσεις, τις οποίες αξιοποιούµε ως εξής :

• Η ϱοπογεννήτρια για s = 0 ισούται µε E[e0·X ] = E[1] = 1, άρα:

MX(s)
∣∣∣
s=0

= 1

⇒a+ b · e2·0 + c · e4·0 = 1

⇒a+ b+ c = 1 .

• Γνωρίζουµε ότι η E[X] (η πρώτη ϱοπή της X), ισούται µε την πρώτη παράγωγο της ϱοπογεν-
νήτριας στο σηµείο s = 0:

d

ds
MX(s)

∣∣∣∣
s=0

= E[X]

⇒ d

ds
(a+ b · e2s + c · e4s)

∣∣∣∣
s=0

= 3

⇒2b · e2s + 4c · e4s
∣∣∣∣
s=0

= 3

⇒2b+ 4c = 3 .

• Γνωρίζουµε ότι η δεύτερη ϱοπή E[X2] ισούται µε την δεύτερη παράγωγο της ϱοπογεννήτριας
στο σηµείο s = 0:

E[X2] = var(X) + E2[X] = 2 + 9 = 11 (1)

E[X2] =
d2

ds2
MX(s)

∣∣∣∣
s=0

=
d

ds
(2b ·e2s+4c ·e4s)

∣∣∣∣
s=0

= (4b ·e2s+16c ·e4s)
∣∣∣∣
s=0

= 4b+16c (2)

Από τις (1) και (2), προκύπτει ότι :

4b+ 16c = 11

Λύνοντας λοιπόν το παρακάτω σύστηµα εξισώσεων,

2b+ 4c = 3

a+ b+ c = 1

4b+ 16c = 11
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προκύπτει ότι a = 1
8 , b =

2
8 , c =

5
8 , και εποµένως,

MX(s) =
1

8
+

2

8
· e2s + 5

8
· e4s .

Για να ϐρούµε την σ.π.π. της X χρησιµοποιούµε την ιδιότητα των ϱοπογεννητριών που λέει
ότι είναι µοναδικά αντιστρέψιµες. ΄Ετσι, συγκρίνοντας την MX(s) µε τον γενικό τύπο της ϱοπογεν-
νήτριας διακριτής τ.µ., έχουµε ότι

MX(s) =
∑
X

esx · pX(x)

1

8
+

2

8
· e2s + 5

8
· e4s =

∑
X

esx · pX(x) .

Από την µοναδικότητα των ϱοπογεννητριών, συµπαιρένουµε ότι

pX(x) =


1
8 , x = 0
2
8 , x = 2
5
8 , x = 4

0, αλλού
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΄Ασκηση 3

Η τ.µ. Z έχει ϱοπογεννήτρια συνάρτηση:

MZ(s) =
a− 3s

s2 − 6s+ 8

1. Υπολογίστε την τιµή της σταθεράς a.

2. Βρείτε τη σ.π.π. της τ.µ. Z.

3. Υπολογίστε τη µέση τιµή E[Z].

4. Υπολογίστε τη διασπορά var(Z).
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Λύση

1. Γνωρίζουµε ότι MZ(s)
∣∣∣
s=0

= 1. ΄Αρα,

MZ(s)
∣∣∣
s=0

= 1

⇒ a

8
= 1

⇒ a = 8 .

Εποµένως,

MZ(s) =
8− 3s

s2 − 6s+ 8

2. Για να χρησιµοποιήσουµε την ιδιότητα της µοναδικότητας των ϱοπογεννητριώς, ϑα πρέπει να
µετατρέψουµε το παραπάνω κλάσµα σε ένα άθροισµα της γενικής µορφής

∑
X esx ·pX(x), είτε

σε ένα άθροισµα ή πολλαπλασιασµό κάποιων επί µέρους ϱοπογεννητριών γνωστών κατανοµών.

Θυµηθείτε : Ο µετασχηµατισµός ενός µείγµατος κατανοµών fY (y) = p1fX1(y)+. . . pnfX1(y) ισο-

ύται µεMY (s) = p1MX1(s)+· · ·+pnMXn(s), ενώ ο µετασχηµατισµός της κατανοµής που προέρ-

χεται από το άθροισµα ανεξάρτητων τ.µ. Z = X1+· · ·+Xn ισούται µεMZ(s) = MX1 × · · · ×MXn .

Εδώ, αρχικά αναλύουµε σε απλά κλάσµατα:

MZ(s) =
8− 3s

s2 − 6s+ 8
=

8− 3s

(s− 4)(s− 2)
≜

A

s− 4
+

B

s− 2

A = (s− 4) ·MZ(s)
∣∣∣
s=4

=
8− 3s

s− 2

∣∣∣
s=4

=
8− 12

2
= −2

B = (s− 2) ·MZ(s)
∣∣∣
s=2

=
8− 3s

s− 4

∣∣∣
s=2

=
8− 6

−2
= −1

΄Αρα

MZ(s) =
−2

s− 4
+

−1

s− 2

Παρατηρούµε ότι µοιάζει µε άθροισµα ϱοπογεννητριών εκθετικής τ.µ., όπου ισχύει γενικά ότι
MX(s) = λ

λ−s , όπου λ η παράµετρος της εκθετικής κατανοµής. Μπορούµε να ϕέρουµε την
MZ(s) σε ένα µείγµα ϱοπογεννητριών εκθετικών κατανοµών ως εξής :

MZ(s) =
−2

s− 4
+

−1

s− 2
=

2

4− s
+

1

2− s
=

1

2
· 4

4− s
+

1

2
· 2

2− s
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Εποµένως, η MZ(s) είναι ένα µείγµα δύο ϱοπογεννητριών εκθετικών κατανοµών, µε παρα-
µέτρους 4 και 2, αντίστοιχα. Εποµένως, έχουµε

fZ(z) =

{
1
24 · e

−4z + 1
22 · e

−2z, z ≥ 0

0, αλλού

3. Α΄ Τρόπος

E[Z] =
d

ds
MZ(s)

∣∣∣
s=0

=
d

ds

(
2

4− s
+

1

2− s

) ∣∣∣∣
s=0

=
2

(4− s)2
+

1

(2− s)2

∣∣∣∣
s=0

=
2

16
+

1

4
=

3

8
.

Β΄ Τρόπος

E[Z] =

∫ +∞

0
z · fZ(z)dz =

∫ +∞

0
z · 1

2
(4 · e−4z + 2 · e−2z)dz

=
1

2

(∫ +∞

0
z · 4e−4zdz +

∫ +∞

0
z · 2e−2z)dz

)
=

1

2

(
1

4
+

1

2

)
=

3

8
,

όπου η τελευταία ισότητα προκύπτει είτε υπολογίζοντας αναλυτικά τα ολοκληρώµατα, είτε
παρατηρώντας ότι αυτά είναι οι µέσες τιµές των εκθετικών κατανοµών µε παραµέτρους 4 και
2, αντίστοιχα.

4. Α΄ Τρόπος

E[Z2] =
d2

ds2
MZ(s)

∣∣∣
s=0

=
d2

ds2

(
2

4− s
+

1

2− s

) ∣∣∣
s=0

=
2

(4− s)3
+

1

(2− s)3

∣∣∣
s=0

=
5

16

΄Αρα

var(Z) = E[Z2]− E2[Z] =
5

16
−
(
3

8

)2

=
11

64
.

Β΄ Τρόπος

E[Z2] =

∫ +∞

0
z2 · fZ(z)dz =

∫ +∞

0
z2 · 1

2
(4 · e−4z + 2 · e−2z)dz

=
1

2

(∫ +∞

0
4z2 · e−4zdz +

∫ +∞

0
2z · e−2zdz

)
=

1

2
(
2

42
+

2

22
) =

5

16
,

όπου η τελευταία ισότητα προκύπτει είτε υπολογίζοντας αναλυτικά τα ολοκληρώµατα, είτε
παρατηρώντας ότι αυτά είναι οι ϱοπές δεύτερης τάξης των εκθετικών κατανοµών µε παρα-
µέτρους 4 και 2, αντίστοιχα. Πιο συγκεκριµένα, η δεύτερη ϱοπή της εκθετικής κατανοµής µε
παράµετρο λ, είναι E[X2] = var(X) + E2[X] = 1

λ2 + 1
λ2 = 2

λ2
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΄Ασκηση 4

΄Εστω οι ανεξάρτητες τ.µ. Y και Z. Η τ.µ. Y είναι εκθετική µε παράµετρο λ = 2. Η τ.µ. Z
είναι Poisson µε παράµετρο λ = 3.

1. Υπολογίστε τη ϱοπογεννήτρια συνάρτηση της τ.µ. 2Z + 3.

2. Υπολογίστε τη ϱοπογεννήτρια συνάρτηση της τ.µ. Y + Z.
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Λύση

Για την κατανοµή Poisson µε παράµετρο λ ισχύει ότι M(s) = eλ(e
s−1).

Για την εκθετική κατανοµή µε παράµετρο λ ισχύει ότι M(s) = λ
λ−s .

1. Για τον γραµµικό συνδυασµό µιας τ.µ., Y = aX + b, ισχύει ότι :

MY (s) = E[es(aX+b)] = esbE[esaX ] = esbMX(sa) .

Εποµένως,
M2Z+3 = e3sMZ(2s) = e3s · e3(e2s−1) .

2. Για το άθροισµα ανεξάρτητων τ.µ. Y = X1 + · · ·+Xn, ισχύει ότι :

MY (s) = E[es(X1+···+Xn)] = E[es(X1)]× · · · × E[es(Xn)] = MX1(s)× · · · ×MXn(s) .

Εποµένως,

MY+Z = MY (s) ·MZ(s) =
2

2− s
· e3(es−1) .
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΄Ασκηση 5

Το πλήθος των ϕοιτητών που ϑα εξεταστούν στην πρόοδο του ΗΥ-317 (Εφαρµοσµένες Στοχαστικές
∆ιαδικασίες) µοντελοποιείται ως µία τ.µ. Poisson µε παράµετρο λ. Ο χρόνος (σε λεπτά) που
αφιερώνει ο κάθε ϕοιτητής για τη λύση του διαγωνίσµατός του ακολουθεί Γκαουσιανή κατανοµή
µε µέση τιµή 60 και διασπορά 25. ΄Εστω Y ο συνολικός χρόνος που αφιερώθηκε από όλους τους
ϕοιτητές για τη λύση των διαγωνισµάτων της προόδου του ΗΥ-317.

(i) Να ϐρείτε το µετασχηµατισµό της τ.µ. Y , MY (s).

(ii) Να υπολογίστε τη µέση τιµή της τ.µ. Y .

(iii) Να υπολογίστε τη διασπορά της τ.µ. Y .
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Λύση

(i) ΄Εστω N ο αριθµός των ϕοιτητών που ϑα εξεταστούν στην πρόοδο του ΗΥ-317. Εφόσον η N
είναι µία τ.µ. Poisson µε παράµετρο λ, από τη ϑεωρία γνωρίζουµε ότι ο µετασχηµατισµός
που της αντιστοιχεί δίνεται από την εξής σχέση:

MN (s) = eλ(e
s−1)

΄Εστω Xi ο χρόνος που αφιερώνει ο ϕοιτητής i για να λύσει το διαγώνισµά του. ΄Εστω MX(s)
ο κοινός µετασχηµατισµός που αντιστοιχεί στις τ.µ. Xi. Εφόσον κάθε Xi είναι κανονικά κα-
τανεµηµένη µέση τιµή 60 και διασπορά 25, από τη ϑεωρία γνωρίζουµε ότι ο µετασχηµατισµός
που της αντιστοιχεί δίνεται από την εξής σχέση:

MX(s) = e
σ2s2

2
+µs

Ο µετασχηµατισµός MY (s) προσδιορίζεται αντικαθιστώντας στην έκφραση του MN (s) όπου
es µε MX(s). ΄Ετσι, έχουµε τελικά:

MY (s) = MN (s)

∣∣∣∣
es=MX(s)

= eλ(e
s−1)

∣∣∣∣
es=MX(s)

= eλ(MX(s)−1) = eλ(e
σ2s2

2 +µs−1)

(ii) Από την ϑεωρία, γνωρίζουµε ότι για τη µέση τιµή της τ.µ. Y , ισχύει η σχέση (Wald’s equation):

E[Y ] = E[X]E[N ]

Εφόσον η N είναι µία τ.µ. Poisson µε παράµετρο λ, από τη ϑεωρία γνωρίζουµε ότι : E[N ] =
λ.

΄Αρα, τελικά, έχουµε:
E[Y ] = µ · λ = 60λ

(iii) Από την ϑεωρία, γνωρίζουµε ότι για τη µέση τιµή της τ.µ. Y , ισχύει η σχέση (Wald’s equation):

V AR[Y ] = V AR[X]E[N ] + (E[X])2V AR[N ]

Εφόσον η N είναι µία τ.µ. Poisson µε παράµετρο λ, από τη ϑεωρία γνωρίζουµε ότι :
V AR[N ] = λ.

΄Αρα, τελικά, έχουµε:

V AR[Y ] = 25λ+ (60)2λ = λ(3600 + 25) = 3625λ


