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΄Ασκηση 1.

(α) ΄Εστω Χ = χρόνος µεταξύ διαδοχικών τσιµπηµάτων από κουνούπια. Τα τσιµπήµατα από κου-
νούπια συµβαίνουν σύµφωνα µε ένα διαδικασία Bernoulli µε παράµετρο p = 0.5 ∗ 0.2 = 0.1.
Το Χ είναι µια γεωµετρική τυχαία µεταβλητή, έτσι η E[X] = 1/p = 1/0.1 = 10 δευτερόλεπτα.

(ϐ) Η διασπορά του Χ είναι : var(X) = (1− p)/p2 = (1− 0.1)/0.12 = 90 .

(γ) Τα τσιµπήµατα από κουνούπια συµβαίνουν σύµφωνα µε µια διαδικασία Bernoulli µε πα-
ϱάµετρο p = 0.1. Τα τσιµπήµατα από τσιµούρια συµβαίνουν σύµφωνα µε µια άλλη ανε-
ξάρτητη διαδικασία Bernoulli µε παράµετρο q = 0.1 ∗ 0.7 = 0.07. Τα τσιµπήµατα από
έντοµα (κουνούπια ή τσιµπούρια) συµβαίνουν σύµφωνα µε µια συγχωνευµένη διαδικασία
Bernoulli από τις διαδικασίες κουνουπιού και τσιµπουριού. Εποµένως, η πιθανότητα ε-
πιτυχίας σε οποιοδήποτε χρονικό σηµείο για τη συγχωνευµένη διαδικασία Bernoulli είναι
r = p + q − p ∗ q = 0.1 + 0.07 − 0.1 ∗ 0.07 = 0.163. ΄Εστω Y ο χρόνος µεταξύ διαδοχικών
τσιµπηµάτων από έντοµα. ΄Οπως και πριν, το Y είναι µια γεωµετρική τυχαία µεταβλητή, έτσι
η E[Y ] = 1/r = 0.163 ≈ 6.135.

(δ) Η διασπορά του Y είναι : var(Y ) = (1− r)/r2 = (1− 0.163)/0.1632 ≈ 31.503.

΄Ασκηση 2.

αʹ) Για να ταξιδεύσει ο 2ος επιβάτης του καταλόγου αναµονής, ϑα πρέπει να µην προσέλθουν
τουλάχιστον 2 από τους επιβάτες που ήταν προγραµµατισµένο να πετάξουν. ΄Αρα, η Ϲητούµενη
πιθανότητα ϑα είναι :

P (X ≥ 2) = 1− P (X < 2) = 1− P (X = 0)− P (X = 1) = 1− 0.0183− 0.0733 = 0.9084.

ϐʹ) Για να ταξιδεύσει ο 5ος επιβάτης του καταλόγου αναµονής, ϑα πρέπει να µην προσέλθουν
τουλάχιστον 5 από τους επιβάτες που ήταν προγραµµατισµένο να πετάξουν. ΄Αρα, η Ϲητούµενη
πιθανότητα ϑα είναι :

P (X ≥ 5) = 1−
∑4

x=0 P (X = x) = 1−
∑4

x=0 e
−4 4x

x! .

΄Ασκηση 3.

αʹ) Ο αριθµός των τρένων που ϕτάνουν τις ηµέρες 1, 2 και 3 είναι ανεξάρτητος από τον αριθµό των
τρένων που ϕτάνουν την ηµέρα 0. Ας συµβολίσουµε µε Ν τον συνολικό αριθµό των τρένων που
ϕτάνουν τις ηµέρες 1, 2 και 3. Τότε το Ν είναι µια τυχαία µεταβλητή Poisson µε παράµετρο
3λ = 9, και έχουµε
P (κανένα τρένο τις µέρες 1,2,3 | ένα τρένο την µέρα 1) = P (κανένα τρένο τις µέρες 1,2,3) =
= P (N = 0) = e−9 ∗ 90/0! = e−9 .

ϐʹ) Το γεγονός ότι η επόµενη άφιξη είναι περισσότερο από τρεις ηµέρες µετά την άφιξη του τρένου
την ηµέρα 0 είναι το ίδιο µε το γεγονός ότι δεν υπάρχουν άφιξεις τις τρεις ηµέρες µετά την
άφιξη του τρένου την ηµέρα 0. Εποµένως, η απαιτούµενη πιθανότητα είναι η ίδια µε αυτή
που ϐρέθηκε στο µέρος (α), δηλαδή, e−9 .
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γʹ) Ο αριθµός των τρένων που ϕτάνουν τις πρώτες 2 ηµέρες είναι ανεξάρτητος από τον αριθµό των
τρένων που ϕτάνουν την ηµέρα 4. Εποµένως, έχουµε
P (κανένα τραίνο τις µέρες 1,2 και 4 τραίνα την µέρα 4) =
= P (κανένα τραίνο τις πρώτες 2 µέρες) P (4 τραίνα την µέρα 4) =
= e−2λ(2λ)0/0! ∗ e−λλ4/4! = e−934/4! .

δʹ) Το γεγονός ότι απαιτούνται περισσότερες από 2 ηµέρες για την 5η άφιξη είναι ισοδύναµο µε
το γεγονός ότι υπάρχουν το πολύ 4 άφιξεις τις πρώτες 2 ηµέρες. Εποµένως, η απαιτούµενη
πιθανότητα είναι ίση µε∑4

k=0 P (ακριβώς k αφίξεις τις πρώτες 2 µέρες) = e−2λ(2λ)k/k! =
= e−6(1 + 6 + 18 + 36 + 54) = 115e−6.

΄Ασκηση 4.

αʹ) Για να ϐρούµε την κατανοµή µεταξύ αφίξεων διαδοχικών τυχερών πελατών ϑα ορίσουµε την
τ.µ. Yi = X1 +X2 + . . .+X12 ως τον χρόνο µεταξύ αφίξεων διαδοχικών ¨τυχερών¨ πελατών,
όπου Xj ο χρόνος µεταξύ της άφιξης του j − 1-στου και j-στου πελάτη. Οι X είναι i.i.d.
και ακολουθούν εκθετική κατανοµή µε παράµετρο λ. Συνεπώς, η κατανοµή της Y ϑα είναι
Erlang τάξης k = 13, µε κατανοµή:

fY13(y) =
λ13y12eλy

12!

ϐʹ) ΄Εχουµε

P (Mt = k) = P (Mt ≥ k)− P (Mt ≥ k + 1) = e−λt (λt)
k

k!
− e−λt (λt)

k+1

k + 1!

γʹ) Χρησιµοποιώντας τον τύπο του (ϐ) υπολογίζουµε αντικαθιστώνας στην παρακάτω σχέση, για
λ = 20.

P (Mt ≥ 2) = 1− (P (Mt = 0) + P (Mt = 1) + P (Mt = 2))

΄Ασκηση 5.

Το πρόβληµα µπορεί να περιγραφεί ως µια διαδικασία Bernoulli µε παραµέτρους (n = 10, p =
0.75).

αʹ) Χρησιµοποιώντας τη διωνυµική,

PS(k = 7) =

(
10

7

)(
3

4

)7(1

4

)3

=
10!

7! · 3!

(
3

4

)7(1

4

)3

≊ 120 · 2 · 10−3 = 0.24

ϐʹ) Ο αναµενόµενος αριθµός προσπαθειών της Μάρθας µέχρι την τρίτη αποτυχία είναι η µέση
τιµή µιας Pascal τυχαίας µεταβλητής Yk τάξεως k = 3 µε παράµετρο p = 1 − 3

4 = 1
4 . ΄Ετσι

E[Yk] =
k
p = 3 · 4 = 12, και άρα ο αναµενόµενος αριθµός στόχων που ϑα πετύχει έως την

τρίτη αποτυχία της είναι E[Yk]− 3 = 12− 3 = 9.

γʹ)

P = p2 · (1− p)2 =
9

16
· 1

16
=

9

256

δʹ) Και πάλι, λόγω έλλειψης µνήµης (ανεξαρτησίας),

P = (1− p) · p3.
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΄Ασκηση 6.

α΄) Στο παρακάτω γράφηµα ϐλέπουµε την διαδικασία Poisson που ακολουθεί η παρατήρηση των
σύννεφων. Η γραµµή στο κάτω µέρος του γραφήµατος συµβολίζει τα δευτερόλεπτα όπου δεν παιρ-
νάει κάποιο σύννεφο.

ϐ΄) Χρησιµοποιούµε την συνάρτηση mean() για να υπολογίσουµε την µέση τιµή, την συνάρτηση
std() για την τυπική απόκλιση και την std()2 για την διακύµανση.

γ΄) Παρακάτω µπορούµε να δούµε γραφικά την κατανοµή που δηµιουργήσαµε και τα δεδοµένα
της κατανοµής που δηµιουργεί η έτοιµη συνάρτηση poispdf(). Παρατηρούµε ότι τα δεδοµένα της
προσοµοιωµένης κατανοµής είναι αρκετά κοντά στην κατανοµή που µας δίνει η έτοιµη συνάρτηση.

δ΄) Παρακάτω µπορούµε να δούµε το γράφηµα της διαδικασίας Poisson και της διωνυµικής κατα-
νοµής, η οποία συµβολίζεται µε ΄+΄.


