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Θέµα 1 - 50 µονάδες.

Οι πιθανότητες µετάβασης µιας Μαρκοβιανής αλυσίδας επτά καταστάσεων είναι :

pij =


0.5 (i, j) = (3, 2), (3, 4), (5, 6), (5, 7)
1 (i, j) = (1, 3), (2, 1), (4, 5), (6, 7), (7, 5)
0 αλλιώς

Στα επόµενα, ο συµβολισµός Xn δηλώνει την κατάσταση της αλυσίδας τη χρονική στιγµή n.

(α) ∆ώστε το γράφηµα αυτής της αλυσίδας.

(ϐ) Για ποιες τιµές του n είναι ϑετική η πιθανότητα µετάβασης n-στής τάξης
r15(n) = P (Xn = 5 | X0 = 1) > 0;

(γ) Να γράψετε τα σύνολα A(i) που περιέχουν τις καταστάσεις οι οποίες είναι προσβάσιµες (επι-
σκέψιµες) από τις καταστάσεις i, όπου i = 1, . . . , 7.

(δ) Ποιες είναι οι έµµονες και οι µεταβατικές καταστάσεις της αλυσίδας ; Υπάρχει κάποια κλάση επι-
κοινωνίας ; Αν ναι, υπολογίστε τις οριακές (στατικές) πιθανότητες λύνοντας τις εξισώσεις ισορροπίας.

(ε) Ποιος ο µέσος χρόνος απορροφήσεως του συστήµατος όταν ξεκινά από την κατάσταση 1;

(στ) Ποιο είναι το ελάχιστο πλήθος µεταβάσεων (ακµών στον γράφο) που πρέπει να προστεθούν
στην αλυσίδα, ώστε και οι επτά καταστάσεις να σχηµατίσουν µία κλάση επικοινωνίας ; ∆ώστε ένα
παράδειγµα.
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Θέµα 2 - 50 µονάδες.

Θεωρήστε ένα στοιχειώδη Παγκόσµιο Ιστό (WWW) από 4 σελίδες, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 1. Μία
ακµή µεταξύ δύο σελίδων, ας πούµε A και B, αντιπροσωπεύει ότι είτε η σελίδα A έχει έναν σύν-
δεσµο προς την σελίδα B είτε η B έχει έναν σύνδεσµο προς την A. Για να σχεδιάσουµε έναν καλό
µηχανισµό αναζήτησης (π.χ. Google), χρειαζόµαστε να κατατάξουµε αυτές τις σελίδες. Φυσικά, µια
σελίδα ϑα πρέπει να κατατάσσεται ψηλότερα αν είναι συνδεδεµένη µε περισσότερες σελίδες (όπως
οι δηµοφιλείς άνθρωποι). Συγκεκριµένα, δεδοµένων 100 µονάδων συνολικής ϕήµης, ϑέλουµε να
κατανείµουµε αυτές τις 100 µονάδες σε όλους τους κόµβους έτσι ώστε η µερίδα ενός κόµβου να είναι
ανάλογη µε τον αριθµό των άλλων κόµβων µε τους οποίους είναι συνδεδεµένος. Στην περίπτωση
του παραδείγµατος που παρουσιάζεται στο Σχήµα 1, στους κόµβους A, B, C και D ϑα πρέπει να
αποδοθεί ϕήµη 37.5, 12.5, 25 και 25, αντίστοιχα.

Σχήµα 1: This is a toy WWW

Ο BrinPage, λάτρης των αλυσίδων Markov, προτείνει την ακόλουθη προσέγγιση. Σχεδιάστε µια
αλυσίδα Markov στο δικτυακό γράφο µε τις εξής πιθανότητες µετάβασης από τον κόµβο i στον j για
κάθε i, j ∈ {A,B,C,D}:

pij =


1
2 αν i = j
1
2di

αν i 6= j και οι j, i συνδέονται
0 αλλιώς

Στην παραπάνω έκφραση, di είναι ο αριθµός των άλλων σελίδων µε τις οποίες συνδέεται η σελίδα i.
Για παράδειγµα, στο Σχήµα 1, dA = 3.

(α) ∆ώστε τον πίνακα πιθανοτήτων µετάβασης καθώς και το γράφηµα αυτής της αλυσίδας µε όλες
τις πιθανότητες µετάβασης σαφώς αποτυπωµένες.

(ϐ) Ο BrinPage πιστεύει ότι αυτή η αλυσίδα έχει στατική κατανοµή. Γράψτε τις εξισώσεις ισορροπίας
και υπολογίστε τη στατική κατανοµή της αλυσίδας.

Ο BrinPage πιστεύει τόσο έντονα στο µοντέλο Markov των ιστοσελίδων που Ϲει τη Ϲωή του µε ϐάση
αυτό ! Κάθε µέρα παίρνει µία απόφαση να παραµείνει στην τρέχουσα σελίδα ή να µεταβεί σε µια
συνδεδεµένη σελίδα σύµφωνα µε τις πιθανότητες µετάβασης που ορίσαµε παραπάνω.

(γ) Υποθέτουµε ότι ο BrinPage ξεκινά από τη σελίδα B. ΄Εστω T ο αριθµός των ηµερών µέχρι την
πρώτη ϕορά που επισκέπτεται τη σελίδα A. Ποια είναι η συνάρτηση πιθανότητας της τ.µ. T ;

(δ) Υποθέτοντας και πάλι ότι ο BrinPage ξεκινά από τη σελίδα B, ποιο είναι το αναµενόµενο πλήθος
ηµερών µέχρι να ϕτάσει στη σελίδα D για πρώτη ϕορά ;

(ε) Υποθέτοντας ότι ο BrinPage ξεκινά από τη σελίδα D, ποιο είναι το αναµενόµενο πλήθος ηµερών
µέχρι να επανέλθει στη σελίδα D;


