
Πανεπιστήµιο Κρήτης - Τµήµα Επιστήµης Υπολογιστών
Εφαρµοσµένες Στοχαστικές ∆ιαδικασίες - Πρόοδος

∆ιδάσκων: Π. Τσακαλίδης
6 Απριλίου 2024 - ∆ιάρκεια: 2.5 Ωρες

Θέµα 1 - 40 µονάδες: Ροπογεννήτριες και αθροίσµατα τυχαίου αριθµού ανεξάρτητων τ.µ.
Στη διάρκεια µίας µέρας, ο αριθµός των πελατών,M , του Πλαισίου οι οποίοι αγοράζουν υπολογιστές
ακολουθεί κατανοµή Poisson µε παράµετρο λ: M ∼ Poisson(λ). Υπάρχουν συνολικά n µοντέλα
υπολογιστών και κάθε πελάτης αποφασίζει τυχαία και µε την ίδια πιθανότητα να αγοράσει ένα από
τα n διαθέσιµα µοντέλα, ανεξάρτητα από τους άλλους πελάτες και ανεξάρτητα από το πλήθος των
πελατών που επισκέπτονται το κατάστηµα.

(α) Υπολογίστε τη µέση τιµή και τη διασπορά της τ.µ. K, του πλήθους των πελατών που αγοράζουν
το µοντέλο #1.

(ϐ) Υπολογίστε τη ϱοπογεννήτρια της τ.µ. K. Αναγνωρίζετε τη συνάρτηση πιθανότητας της K; Ποια
η πιθανότητα ότι κανένας πελάτης δεν αγοράζει το µοντέλο #1 στη διάκεια µίας µέρας ;

Βοήθεια: Ορίστε τη τ.µ. Xi που παίρνει την τιµή 1 όταν ο i-στός πελάτης αγοράζει το µοντέλο #1
και την τιµή 0, όταν ο i-στός πελάτης αγοράζει κάποιο άλλο µοντέλο. Τι κατανοµή έχουν οι τ.µ. Xi;
Εκφράστε την τ.µ. K συναρτήσει των Xi.

Η αξία, Ci, κάθε υπολογιστή που πωλείται ακολουθεί συνεχή οµοιόµορφη κατανοµή µεταξύ 1 και 3
(σε χιλιάδες ευρώ), Ci ∼ U [1, 3]. Οι τ.µ. Ci µπορούν να ϑεωρηθούν ανεξάρτητες µεταξύ τους καθώς
κάθε πελάτης επιλέγει ανεξάρτητα από τους άλλους µοντέλο και το διαµορφώνει ανεξάρτητα.

(γ) Υπολογίστε τη µέση τιµή και τη διασπορά του συνολικού τζίρου, R, του καταστήµατος από την
πώληση υπολογιστών στη διάρκεια µίας µέρας.

Το κατάστηµα έχει ένα πρόγραµµα επιβράβευσης. Κάθε αγορά υπολογιστή µοντέλου #2 έως #n
συνοδεύεται από ένα κουπόνι 50 ευρώ, ενώ η αγορά του µοντέλου #1 αποφέρει κουπόνια 50, 100
ή 150 ευρώ, ανάλογα µε τη διαµόρφωσή του. Οι πελάτες που αγοράζουν το µοντέλο #1 επιλέγουν
µία από τις 3 εκδόσεις µε την ίδια πιθανότητα.

(δ) Υπολογίστε τη µέση τιµή της συνολικής αξίας, S, των κουπονιών που δίνει το κατάστηµα στη
διάρκεια µίας µέρας.

Θέµα 2 - 30 µονάδες: Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα. Οι αεροπορικές εταιρίες επιθυµούν οι
πτήσεις τους να είναι όσο πιο γεµάτες γίνεται. Μία πρακτική τους είναι να επιτρέπουν υπεράριθµες
κρατήσεις ϑέσεων (το λεγόµενο overbooking) ϐασιζόµενες στο γεγονός ότι κάποιοι από τους επιβάτες
που έχουν αγοράσει εισιτήριο δεν εµφανίζονται για την πτήση τους. Υποθέστε ότι σε κάθε πτήση
το 10% των επιβατών δεν εµφανίζεται και ότι οι πελάτες δρουν ανεξάρτητα ο ένας από τον άλλο.
Χρησιµοποιώντας το κεντρικό οριακό ϑεώρηµα, υπολογίστε το µέγιστο αριθµό εισιτηρίων, n, που
µία αεροπορική µπορεί να εκδώσει για µία πτήση 300 ϑέσεων ώστε να είναι 99% σίγουρη ότι δε ϑα
αρνηθεί την επιβίβαση σε κανένα από αυτούς.

Σας δίδεται ότι για την αθροιστική συνάρτηση κατανοµής της τυπική Γκαουσιανής : Φ(2.33) = 0.99.



Π. Τσακαλίδης/Πρόοδος - Εφαρµοσµένες Στοχαστικές ∆ιαδικασίες 2

Θέµα 3 - 40 µονάδες: Poisson αφίξεις.

Τα χρονικά διαστήµατα, Ti, µεταξύ διαδοχικών αφίξεων µηνυµάτων σε ένα κόµβο δικτύου ακολου-
ϑούν εκθετική κατανοµή µε παράµετρο λ = 2. Τα χρονικά διαστήµατα µετρούνται σε λεπτά της
ώρας και αποτελούν ανεξάρτητες µεταξύ τους τυχαίες µεταβλητές. Οι τιµές της διάρκειας αυτών
των χρονικών διαστηµάτων µεταξύ διαδοχικών αφίξεων καταχωρούνται σε µικρές καρτέλες. Κάθε
καρτέλα έχει χώρο για 5 καταχωρήσεις. ΄Οταν γεµίζει µία καρτέλα, αντικαθίσταται από την επόµενη.

(α) Ποιο είναι το µέσο χρονικό διάστηµα καθώς και η τυπική απόκλιση του χρόνου µεταξύ διαδοχι-
κών αφίξεων ;

(ϐ) ΄Εστω ότι τα τελευταία τέσσερα λεπτά δεν έχουµε λάβει κανένα µήνυµα. Υπολογίστε τη συνάρτη-
ση πιθανότητας της τ.µ. K, του πλήθους των µηνυµάτων που ϑα λάβουµε την επόµενη µισή ώρα.
Ποια είναι η µέση τιµή του πλήθους των µηνυµάτων ;

(γ) Υπολογίστε την συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σ.π.π.), τη µέση τιµή και την τυπική α-
πόκλιση του χρονικού διαστήµατος, D, που περνά έως ότου γεµίσουν 12 καρτέλες. Ποια είναι η
πιθανότητα να περιµένουµε περισσότερο από µία ώρα για να γεµίσουν 12 καρτέλες ; ∆ώστε την
απάντησή σας συναρτήσει τιµών της αθροιστική συνάρτησης κατανοµής της τυπικής Γκαουσιανής.

(δ) Επιλέγουµε τυχαία µία καρτέλα και µετράµε το συνολικό χρόνο Y που αυτή ήταν σε χρήση.
Ποια η σ.π.π., η µέση τιµή και η διασπορά της τ.µ. Y ;

(ε) Φτάνουµε στον κόµβο µία τυχαία χρονική στιγµή. ΄Οταν η καρτέλα που χρησιµοποιείται τη
στιγµή της άφιξής µας γεµίσει, σηµειώνουµε το συνολικό χρόνο,W , που αυτή ήταν σε χρήση. Ποια
η σ.π.π., η µέση τιµή και η διασπορά της τ.µ. W ;


