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΄Ασκηση 1

΄Εστω συνεχής τ.µ. X, µε ϱοπογεννήτρια συνάρτηση που δίνεται από τον εξής τύπο:

MX(s) =
b− 5s

s2 − 8s+ 15
.

1. Να υπολογίσετε τη σταθερά b.

2. Να υπολογίσετε τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σ.π.π.) της τ.µ. X.

3. Να υπολογίσετε τη µέση τιµή της τ.µ. X, E[X], χρησιµοποιώντας τη ϱοπογεννήτρια συνάρ-
τηση της τ.µ. X.

4. Να υπολογίσετε τη διασπορά της τ.µ. X, Var(X), χρησιµοποιώντας τη ϱοπογεννήτρια συνάρ-
τηση της τ.µ. X.

5. Να υπολογίσετε την πιθανότητα P (X ≥ 3).

6. Να υπολογίσετε τη δεσµευµένη πιθανότητα P (1 ≤ X ≤ 3 | 0 ≤ X ≤ 3).

Λύση

1. Να υπολογίσετε τη σταθερά b.

Για κάθε τυχαία µεταβλητή ισχύει ότι MX(0) = 1:

MX(0) = 1 ⇔ b− 5 · 0
02 − 8 · 0 + 15

= 1 ⇔ b

15
= 1 ⇒ b = 15.

2. Να υπολογίσετε τη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας (σ.π.π.) της τ.µ. X.

Αντικαθιστούµε το b = 15 στη ϱοπογεννήτρια συνάρτηση:

MX(s) =
15− 5s

s2 − 8s+ 15
.

Παραγοντοποιούµε τον αριθµητή και τον παρονοµαστή:

MX(s) =
−5(s− 3)

(s− 3)(s− 5)
=

−5

s− 5
=

5

5− s

Η ϱοπογεννήτρια συνάρτηση της εκθετικής κατανοµής µε παράµετρο λ έχει τη µορφή:

M(s) =
λ

λ− s
.

Στη περίπτωση µας λ=5, άρα η συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας είναι :

fX(x) =

{
5e−5x, x ≥ 0,

0, x < 0.
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3. Να υπολογίσετε τη µέση τιµή της τ.µ. X, E[X], χρησιµοποιώντας τη ϱοπογεννήτρια συνάρ-
τηση της τ.µ. X.

Α΄ Τρόπος

Για την εκθετική κατανοµή ισχύει :

E[X] =
1

λ
=

1

5
.

Β΄ Τρόπος

MX(s) =
5

5− s
⇒ M ′

X(s) =
5

(5− s)2
.

Εποµένως :

E[X] = M ′
X(0) =

5

25
=

1

5
.

4. Να υπολογίσετε τη διασπορά της τ.µ. X, Var(X), χρησιµοποιώντας τη ϱοπογεννήτρια συνάρ-
τηση της τ.µ. X.

Α΄ Τρόπος

Για την εκθετική κατανοµή ισχύει :

Var(X) =
1

λ2
=

1

25
.

Β΄ Τρόπος

E[X2] = M ′′
X(s)

∣∣∣
s=0

=
2 · 5

(5− s)3

∣∣∣
s=0

=
10

(5− s)3

∣∣∣
s=0

=
10

125
=

2

25
.

E2[X] = (
1

5
)2 =

1

25

΄Αρα:

Var(X) = E[X2]− E2[X] =
2

25
−
(
1

5

)2

=
2

25
− 1

25
=

1

25
.

5. Να υπολογίσετε την πιθανότητα P (X ≥ 3).

P (X ≥ 3) =

∫ ∞

3
fX(x) =

∫ ∞

3
5e−5x dx

∫
e−5x dx =

e−5x

−5
= −1

5
e−5x

Εποµένως, το ολοκλήρωµα γίνεται :

P (X ≥ 3) = 5

[
−1

5
e−5x

]∞
3

.

Για x → ∞: limx→∞−e−5x = 0.

Για x = 3: −e−15

Εποµένως :

P (X ≥ 3) = 5

(
0 +

1

5
e−15

)
= e−15.
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6. Να υπολογίσετε τη δεσµευµένη πιθανότητα P (1 ≤ X ≤ 3 | 0 ≤ X ≤ 3).

P (1 ≤ X ≤ 3 | 0 ≤ X ≤ 3) =
P (1 ≤ X ≤ 3, 0 ≤ X ≤ 3)

P (0 ≤ X ≤ 3)
=

P (1 ≤ X ≤ 3)

P (0 ≤ X ≤ 3)
=

∫ 3
1 fX(x) dx∫ 3
0 fX(x) dx

=

∫ 3
1 5e−5x dx∫ 3
0 5e−5x dx

=

[
−e−5x

]3
1

[−e−5x]30
=

−e−15 − (−e−5)

1− e−15
=

e−5 − e−15

1− e−15

΄Ασκηση 2

΄Εστω δύο ανεξάρτητες τυχαίες µεταβλητές X και Y . Η τυχαία µεταβλητή X ακολουθεί κατανο-
µή Poisson µε παράµετρο λ = 2 και η τυχαία µεταβλητή Y ακολουθεί εκθετική κατανοµή µε
παράµετρο λ = 3.

1. Υπολογίστε τη ϱοπογεννήτρια συνάρτηση της τυχαίας µεταβλητής W = 2(X + Y ) + 5.

2. Υπολογίστε τη ϱοπογεννήτρια συνάρτηση της τυχαίας µεταβλητής X + 2Y .

Λύση

1. Υπολογίστε τη ϱοπογεννήτρια συνάρτηση της τυχαίας µεταβλητής W = 2(X + Y ) + 5.

Για την κατανοµή Poisson µε παράµετρο λ ισχύει ότι M(s) = eλ(e
s−1).

Για την εκθετική κατανοµή µε παράµετρο λ ισχύει ότι M(s) = λ
λ−s .

(αʹ) Για το άθροισµα ανεξάρτητων τ.µ. Y = X1 + · · ·+Xn, ισχύει ότι :

MY (s) = E[es(X1+···+Xn)] = E[es(X1)]× · · · × E[es(Xn)] = MX1(s)× · · · ×MXn(s)

Θέτω L = X + Y , άρα W = 2L+ 5.

Εποµένως,

ML(s) = MX+Y (s) = MX(s) ·MY (s) = eλX(es−1) · λY

λY − s
= e2(e

s−1) · 3

3− s

΄Αρα

ML(s) = e2(e
s−1) · 3

3− s

(ϐʹ) Για τον γραµµικό συνδυασµό µιας τ.µ., Y = aX + b, ισχύει ότι :

MY (s) = E[es(aX+b)] = esbE[esaX ] = esbMX(sa)

Εποµένως,

MW (s) = M2L+5(s) = MaL+b(s) = esbML(sa) = e5s · e2(e2s−1) · 3

3− 2s
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2. Υπολογίστε τη ϱοπογεννήτρια συνάρτηση της τυχαίας µεταβλητής X + 2Y .

Για το άθροισµα ανεξάρτητων τ.µ. Y = X1 + · · ·+Xn, ισχύει ότι :

MY (s) = E[es(X1+···+Xn)] = E[es(X1)]× · · · × E[es(Xn)] = MX1(s)× · · · ×MXn(s)

Θέτω L = X + 2Y .

Εποµένως,

ML(s) = MX+2Y (s) = MX(s) ·MY (2s) = eλX(es−1) · λY

λY − 2s
= e2(e

s−1) · 3

3− 2s

΄Αρα

ML(s) = e2(e
s−1) · 3

3− s

΄Ασκηση 3

΄Εστω συνεχής τυχαία µεταβλητή X, µε ϱοπογεννήτρια συνάρτηση που δίνεται από τον εξής τύπο:

MX(s) = e4s+s2

Θεωρούµε την τυχαία µεταβλητή Z, η οποία ορίζεται ως εξής :

Z = 3X − 5

Να υπολογιστούν :

1. Η ϱοπογεννήτρια συνάρτηση της τ.µ. Z, MZ(s).

2. Η µέση τιµή της τ.µ. Z, E[Z].

3. Η διασπορά της τ.µ. Z, Var(Z).

Λύση

1. Η ϱοπογεννήτρια συνάρτηση της τ.µ Z γίνεται :

MZ(s) = E[esZ ] = E[es(3x−5)] = E[e3s·X · e−5s] =

e−5s · E[e3s·X ] =

e−5s ·MX(3s) =

e−5s · e12s+9s2 = e7s+9s2

2. Η µέση τιµή της τ.µ Z γίνεται :

E[Z] = M ′
Z(s)|s=0 = e7s+9s2 · (7 + 18s)|s=0 = e0 · 7 + 0 = 7
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3. Η διασπορά της τ.µ Z γίνεται :

var(Z) = E[Z2]− (E[Z])2 = M ′′
Z(s)|s=0 − 72 = e7s+9s2(7 + 18s)2 + 18e7s+9s2

∣∣∣
s=0

− 49 =

= e0 · 72 + 18− 49 = 67− 49 = 18

΄Ασκηση 4

΄Εστω η διακριτή τυχαία µεταβλητή X για την οποία ισχύει :

MX(s) = aes + b e3s + c e7s, E[X] = 4 και V ar(X) = 6.

όπου a, b και c είναι σταθερές.

1. Υπολογίστε τις σταθερές a, b και c.

2. Βρείτε τη συνάρτηση πιθανότητας της X.

Λύση

Γνωρίζουµε ότι :

d

ds
MX(s) =

d

ds
(a(es) + b(e3s) + c(e7s)) = a(es) + 3b(e3s) + 7c(e7s)

d2

ds2
MX(s) =

d

ds
(
d

ds
MX(s)) =

d

ds
(a(es) + 3b(e3s) + 7c(e7s)) = a(es) + 9b(e3s) + 49c(e7s)

Για να ϐρούµε τις σταθερές a, b, και c χρησιµοποιούµε τις παρακάτω σχέσεις :

M(0) = 1 ⇒ a+ b+ c = 1 ⇒ a = 1− b− c (1)

Αντικαθιστώντας την (1) στις παρακάτω εξισώσεις έχουµε:

E[X] = 4 ⇔ d

ds
MX(s)|s=0 = 4 ⇔ a+ 3b+ 7c = 4 ⇒ (1− b− c) + 3b+ 7c = 4 ⇒ 2b+ 6c = 3

V ar(X) = 6 ⇔ E[X2]− (E[X])2 = 6 ⇔ d2

ds2
MX(s)|s=0 − 42 = 6 ⇔ d2

ds2
MX(s)|s=0 = 22

⇔ a+ 9b+ 49c = 22 ⇔ (1− b− c) + 9b+ 49c = 22 ⇔ 8b+ 48c = 21

Λύνοντας το παρακάτω σύστηµα ϐρίσκουµε τιµές για τα b, c:

{
2b+ 6c = 3

8b+ 48c = 21
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και µετά αντικαθιστώντας τα b,c στην (1) ϐρίσκουµε και το a.

΄Αρα έχουµε συνολικά ότι :

a =
1

7

b =
1

2

c =
5

14

Οπότε η ϱοπογεννήτρια συνάρτηση γίνεται :

MX(s) =
1

7
es +

1

2
e3s +

5

14
e7s

Η συνάρτηση πιθανότητας της X προκύπτει από τις δυνάµεις του es και τους συντελεστές a,b
και c που ϐρήκαµε παραπάνω. Οπότε έχουµε:

P (X = 1) = a =
1

7

P (X = 3) = b =
1

2

P (X = 7) = c =
5

14

΄Ασκηση 5

Το πλήθος των πελατών που καλούν ένα τηλεφωνικό κέντρο σε µία συγκεκριµένη ηµέρα µοντε-
λοποιείται ως µία τ.µ. Ποισσον µε παράµετρο λ. Ο χρόνος (σε λεπτά) που απαιτείται για την
εξυπηρέτηση κάθε πελάτη ακολουθεί Γκαουσιανή κατανοµή µε µέση τιµή 10 και διασπορά 4.

΄Εστω Y ο συνολικός χρόνος που απαιτείται για την εξυπηρέτηση όλων των πελατών της ηµέρας.

1. Να ϐρείτε το µετασχηµατισµό στιγµών της τυχαίας µεταβλητής Y , δηλαδή MY (s).

2. Να υπολογίσετε την µέση τιµή E[Y ].

3. Να υπολογίσετε τη διασπορά Var(Y ).

Λύση

1. Να ϐρείτε το µετασχηµατισµό στιγµών της τυχαίας µεταβλητής Y , δηλαδή MY (s).

΄Εστω N το πλήθος των πελατών που καλούν ένα τηλεφωνικό κέντρο. Εφόσον η N είναι µία
τ.µ. Poisson µε παράµετρο λ, από τη ϑεωρία γνωρίζουµε ότι ο µετασχηµατισµός που της
αντιστοιχεί δίνεται από την εξής σχέση:

MN (s) = eλ(e
s−1)
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΄Εστω Xi ο χρόνος που απαιτείται για την εξυπηρέτηση κάθε πελάτη i. ΄Εστω MX(s) ο κοινός
µετασχηµατισµός που αντιστοιχεί στις τ.µ. Xi. Εφόσον κάθε Xi είναι κανονικά κατανεµηµένη
µέση τιµή 10 και διασπορά 4, από τη ϑεωρία γνωρίζουµε ότι ο µετασχηµατισµός που της
αντιστοιχεί δίνεται από την εξής σχέση:

MX(s) = e
σ2s2

2
+µs

Ο µετασχηµατισµός MY (s) προσδιορίζεται αντικαθιστώντας στην έκφραση του MN (s) όπου
es µε MX(s). ΄Ετσι, έχουµε τελικά:

MY (s) = MN (s)

∣∣∣∣
es=MX(s)

= eλ(e
s−1)

∣∣∣∣
es=MX(s)

= eλ(MX(s)−1) = eλ(e
σ2s2

2 +µs−1)

2. Να υπολογίσετε την µέση τιµή E[Y ].

Από την ϑεωρία, γνωρίζουµε ότι για τη µέση τιµή της τ.µ. Y , ισχύει η σχέση (Wald’s equation):

E[Y ] = E[X]E[N ]

Εφόσον η N είναι µία τ.µ. Poisson µε παράµετρο λ, από τη ϑεωρία γνωρίζουµε ότι : E[N ] =
λ.

΄Αρα, τελικά, έχουµε:
E[Y ] = µ · λ = 10λ

3. Να υπολογίσετε τη διασπορά Var(Y ).

Από την ϑεωρία, γνωρίζουµε ότι για τη µέση τιµή της τ.µ. Y , ισχύει η σχέση (Wald’s equation):

V AR[Y ] = V AR[X]E[N ] + (E[X])2V AR[N ]

Εφόσον η N είναι µία τ.µ. Poisson µε παράµετρο λ, από τη ϑεωρία γνωρίζουµε ότι :
V AR[N ] = λ.

΄Αρα, τελικά, έχουµε:

V AR[Y ] = 4λ+ (10)2λ = λ(100 + 4) = 104λ

΄Ασκηση 6

΄Ενας αυτοκινητιστής περνά 4 ϕανάρια και καθένα από αυτά είναι κόκκινο µε πιθανότητα p =
1/2. Οι χρόνοι αναµονής, Xi, στα ϕανάρια όπου τον πιάνει το κόκκινο είναι ανεξάρτητες εκθετικά
κατανεµηµένες τυχαίες µεταβλητές µε µέση τιµή 1 λεπτό. ΄Εστω Y ο συνολικός χρόνος αναµονής
στα ϕανάρια.

(α) Ποια είναι η µέση τιµή και η διασπορά της τ.µ. Y ·

(ϐ) Υπολογίστε τη ϱοπογεννήτρια της τ.µ. Y .

(γ) Επαληθεύστε την απάντησή σας στο (α) χρησιµοποιώντας τη ϱοπογεννήτρια της τ.µ. Y που
υπολογίσατε στο (ϐ).
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Λύση

Καθώς κάθε ϕανάρι το ϐρίσκει κόκκινο µε p = 1/2, ανεξάρτητα από τα υπόλοιπα, το πλήθος N
των ϕαναριών που ϐρίσκει ακολουθεί διωνυµική κατανοµή: N ∼ ∆(n = 4, p = 1/2).

PN (k) =

(
4

k

)(
1

2

)k (1

2

)4−k

=

(
4

k

)(
1

2

)4

, k = 0, 1, 2, 3, 4. (2)

E[N ] = np = 4 · 1
2
= 2, var(N) = np(1− p) = 4 · 1

2
· 1
2
= 1. (3)

Η ϱοπογεννήτρια του N είναι :

MN (s) = (1− p+ pes)n =

(
1− 1

2
+

1

2
es
)4

=
(1 + es)4

24
. (4)

Επιπλέον,

Xi ∼ exp(λ = 1)

PXi(x) = λe−λx = e−x, x ≥ 0. (5)

E[Xi] =
1

λ
= 1, var(Xi) =

1

λ2
= 1. (6)

MX(s) =
λ

λ− s
=

1

1− s
. (7)

(α) Ο συνολικός χρόνος αναµονής, Y , είναι το άθροισµα ενός διωνυµικά κατανεµηµένου αριθµού
ανεξάρτητων τ.µ. X1, X2, . . . που ακολουθούν εκθετική κατανοµή. Συνεπώς,

E[Y ] = E[N ]E[X] = 2 · 1 = 2. (8)

var(Y ) = var(X)E[N ] + var(N)(E[X])2 = 1 · 2 + 1 · 12 = 3. (9)

(ϐ)

MY (s) = MN (s)
∣∣
es=MX(s)

=
(1 +MX(s))4

24
=

(1 + 1
1−s)

4

24
=

1

24

(
2− s

1− s

)4

. (10)

(γ)

M ′
Y (s) =

1

24
4(1 +MX(s))3M ′

X(s) =
1

4
(1 +MX(s))3M ′

X(s). (11)

Εποµένως,

E[Y ] = M ′
Y (s)

∣∣
s=0

=
1

4
(1 +MX(0))3M ′

X(0) =
1

4
(1 + 1)3 · E[X] =

8

4
· 1 = 2. (12)

M ′′
Y (s) =

1

4
3(1 +MX(s))2(M ′

X(s))2 +
1

4
(1 +MX(s))3M ′′

X(s). (13)

Εποµένως,

E[Y 2] = M ′′
Y (s)

∣∣
s=0

=
3

4
(1 +MX(0))2(M ′

X(0))2 +
1

4
(1 +MX(0))3M ′′

X(0). (14)

=
3

4
(1 + 1)2(E[X])2 +

1

4
(1 + 1)3E[X2]. (15)
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= 3 · 12 + 2(var(X) + (E[X])2) (16)

= 3 + 2(1 + 1) = 7. (17)

var(Y ) = E[Y 2]− (E[Y ])2 = 7− 22 = 3. (18)


