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΄Ασκηση 1.

΄Ενας αστροφυσικός προσπαθεί να εκτιµήσει τη λάµψη b ενός αστεριού µε ένα σφάλµα το οποίο
είναι µικρότερο από 0.1 µε πιθανότητα µεγαλύτερη από 95%. Το όργανο µέτρησης που διαθέτει
προσθέτει ϑόρυβο N µε µέση τιµή 0 και τυπική απόκλιση 2, ανεξάρτητα από µέτρηση σε µέτρηση.
Συνεπώς, κάθε µέτρηση Xk µπορεί να µοντελοποιηθεί ως το άθροισµα της προς εκτίµηση τιµής της
λάµψης b και της συνιστώσας του ϑορύβου Nk:

Xk = b+Nk

Ο αστρονόµος πραγµατοποιεί n µετρήσεις και χρησιµοποιεί το δειγµατικό µέσο όρο ως την
εκτίµητρια της ποσότητας b:

Mn =
X1 +X2 + · · ·+Xn

n

(i ) Χρησιµοποιείστε το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα για να υπολογίσετε το ελάχιστο πλήθος των
µετρήσεων n που ϑα επιτρέψουν στον αστροφυσικό να εκτιµήσει τη λάµψη του αστεριού µε τα
επίπεδα ακρίβειας και εµπιστοσύνης που αναφέρονται στην εκφώνηση. Ισχύει ότι Φ(1.96) =
0.975.

(ii ) Χρησιµοποιείστε την ανισότητα Chebyshev για τον ίδιο σκοπό. Τι παρατηρείτε ;

Λύση:

΄Εχουµε ότι η µέτρηση Xk είναι της µορφής:

Xk = b+Nk

όπου το Nk είναι ϑόρυβος µε µέση τιµή E[Nk] = 0 και τυπική απόκλιση σNk
= 2. ΄Εχουµε n

ανεξάρτητες µετρήσεις, οπότε η δειγµατική µέση τιµή Mn εκτιµά την τιµή της λάµψης b ως εξής :

Mn =
X1 +X2 + · · ·+Xn

n

Η τυπική απόκλιση του κάθε Xk είναι σXk
= σNk

= 2. Συνεπώς, η τυπική απόκλιση του µέσου
όρου Mn είναι :

σMn =
σXk√
n

=
2√
n

(α) Χρήση του Κεντρικού Οριακού Θεωρήµατος:

Από το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα, γνωρίζουµε ότι αν n είναι αρκετά µεγάλο, τότε ο µέσος όρος
των n µετρήσεων Mn ακολουθεί µια κανονική κατανοµή µε µέση τιµή µ = b και τυπική απόκλιση
σMn = 2√

n
.

Για να εξασφαλίσουµε ότι το σφάλµα εκτίµησης της λάµψης είναι µικρότερο από 0.1 µε πιθα-
νότητα µεγαλύτερη από 95%, πρέπει να ισχύει :

P (|Mn − b| < 0.1) > 0.95
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Αυτό µπορεί να αναπαρασταθεί ως :

P

(
|Mn − b|
σMn

<
0.1

σMn

)
> 0.95

∆εδοµένου ότι η τυπική απόκλιση του Mn είναι σMn = 2√
n

, έχουµε:

P

(∣∣∣∣Mn − b

σMn

∣∣∣∣ < 0.1

σMn

)
> 0.95

Αυτός ο όρος αντιστοιχεί σε µία τυπική κανονική κατανοµή. Στη συνέχεια, αφού το Mn−b
σMn

ακολουθεί
κανονική κατανοµή µε µέση τιµή µηδέν και τυπική απόκλιση ίση µε 1, από τη γνωστή κανονική
κατανοµή ξέρουµε ότι :

P
(
|Z| < zα/2

)
= 0.95

όπου Z ∼ N(0, 1) και zα/2 = 1.96 είναι το κρίσιµο σηµείο της κανονικής κατανοµής για P = 0.95.
΄Ετσι, µπορούµε να γράψουµε:

P

(∣∣∣∣Mn − b

σMn

∣∣∣∣ < 1.96

)
= 0.95

Με την αντίστοιχη σχέση για το σφάλµα 0.1 και τη γνωστή τυπική απόκλιση του Mn, αυτό οδηγεί
στην εξίσωση:

0.1

σMn

= 1.96

και εποµένως :

0.1 = 1.96 · 2√
n

Λύνοντας για το n:
0.1

1.96
=

2√
n

√
n =

2 · 1.96
0.1

n =

(
2 · 1.96
0.1

)2

=

(
3.92

0.1

)2

= 1536.64

΄Αρα, το ελάχιστο πλήθος µετρήσεων είναι περίπου:

n ≈ 1537

(ϐ) Χρήση της Ανισότητας Chebyshev:

Η ανισότητα Chebyshev µας λέει ότι για οποιαδήποτε τυχαία µεταβλητή X µε µέση τιµή µ και
τυπική απόκλιση σ, ισχύει :

P (|X − µ| ≥ kσ) ≤ 1

k2

Αντιστρόφως, για την πιθανότητα να έχουµε σφάλµα µικρότερο από 0.1, έχουµε:

P (|Mn − b| < 0.1) ≥ 1− 1

k2

όπου k είναι το k που αντιστοιχεί στο σφάλµα 0.1. Λύνοντας για το k:

P (|Mn − b| < 0.1) ≥ 0.95

1− 1

k2
= 0.95

1

k2
= 0.05
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k =
1√
0.05

≈ 4.472

Από την ανισότητα Chebyshev, γνωρίζουµε ότι :

0.1 = k · 2√
n

΄Αρα:

0.1 = 4.472 · 2√
n

Λύνοντας ως προς το n:
√
n =

4.472 · 2
0.1

=
8.944

0.1
= 89.44

n = (89.44)2 ≈ 8015

΄Αρα, το πλήθος των µετρήσεων που απαιτείται για την ανισότητα Chebyshev είναι περίπου:

n ≈ 8015

΄Ασκηση 2.

΄Εστω X1, X2, ..., Xn ανεξάρτητες τ.µ. οµοιόµορφα κατανεµηµένες στο διάστηµα [−1, 1]. Να απο-
δείξετε ότι η ακολουθία τ.µ. Y1, Y2, ..., Yn συγκλίνει κατά πιθανότητα στο 0, για κάθε µία από τις
παρακάτω περιπτώσεις :

(i ) Yn = Xn
n

(ii ) Yn = X1 ·X2 · ... ·Xn (Υπόδειξη: Χρησιµοποιείστε κατάλληλα την ανισότητα Chebyshev)

Λύση:

Εφόσον Ϲητείται να αποδειχθεί ότι η ακολουθία τ.µ. Y1, Y2, ..., Yn συγκλίνει κατά πιθανότητα στο 0,
ϑα πρέπει να αποδείξουµε ότι ισχύει η σχέση:

lim
n→+∞

P (| Yn − 0 |≥ ϵ) = lim
n→+∞

P (| Yn |≥ ϵ) = 0 ⇒ P (| Yn |≥ ϵ) → 0

(i ) Για κάθε ϵ > 0 έχουµε:
P (| Yn − 0 |≥ ϵ) = P (| Yn |≥ ϵ) = 0

για όλα τα n µε 1
n < ϵ. ΄Αρα, τελικά είναι : P (| Yn |≥ ϵ) → 0.

(ii ) Εφόσον οι X1, X2, ..., Xn είναι ανεξάρτητες τ.µ., έχουµε:

• E[Yn] = E[X1] · E[X2] · ... · E[Xn] = 0 · 0 · ... · 0 = 0

• V AR[Yn] = E[Y 2
n ] − (E[Yn])

2 = E[Y 2
n ] − 02 = E[Y 2

n ] = E[X2
1 ] · E[X2

2 ] · ... · E[X2
n] =

(1−(−1))2

12 · (1−(−1))2

12 · ... · (1−(−1))2

12 = 4
12 · 4

12 · ... · 4
12 = ( 4

12)
n = (13)

n

Από τις παραπάνω σχέσεις, παρατηρούµε ότι ισχύει : V AR[Yn] → 0.

Εφόσον όλες οι Yn έχουν κοινή µέση τιµή (ίση µε 0), κάνοντας χρήση της ανισότητας Cheby-
shev, έχουµε:

P (| Yn − µYn |≥ c) ≤
σ2
Yn

c2
µYn=0
⇒

σ2
Yn

=( 1
3
)n

P (| Yn − 0 |≥ c) ≤
(13)

n

c2
c=ϵ⇒ P (| Yn |≥ ϵ) ≤

(13)
n

ϵ2

΄Αρα, τελικά είναι : P (| Yn |≥ ϵ) → 0.
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΄Ασκηση 3.

(i ) Στην εκποµπή ΄Με Αρετή και Τόλµη΄ της ΕΡΤ, ένας έµπειρος πιλότος ανέφερε οτι η διάρκεια
την οποία µπορεί να έχει ΄κλειδωµένο΄ στο στόχαστρο του ένα έχθρικό αεροσκάφος είναι κατά
µέσο όρο 17.5 δευτερόλεπτα, µε τυπική απόκλιση ±4 δευτερόλεπτα. Να υπολογίσετε την πι-
ϑανότητα σε 400 ανεξάρτητες καταδιώξεις, ο συνολικός χρόνος των ΄κλειδωµένων αεροσκαφών΄
να µην ξεπερνά τις 2 ώρες.

(ii ) Παρακολουθείτε το τηλεπαιχνίδι ΄Μια στις δέκα !΄ το οποίο αποτελείται από 50 ερωτήσεις
multiple-choice, η κάθε µία µε 10 δυνατές απαντήσεις. Για κάθε σωστή απάντηση, ο παίκτης
παίρνει 3 ϐαθµούς, και για κάθε λάθος χάνει 1 ϐαθµό, ενώ για να κερδίσει κάποιο χρηµατικό
έπαθλο χρειάζεται να συγκεντρώσει µέσο όρο ϐαθµολογίας (> 0.5). Γνωρίζετε οτι ο ϕίλος σας
ο Κώστας που συµµετέχει στο επισόδειο απαντάει όλες τις ερωτήσεις στην τύχη, ανεξάρτητα τη
µία από την άλλη. Να υπολογίσετε την πιθανότητα ο Κώστας να ϕύγει µε χρηµατικό έπαθλο.

Λύση

(i ) ΄Εστω Xi ο χρόνος που έχουµε ένα κλειδωµένο αεροσκάφος την ϕορά i, i = 1, 2, ..., 400. Με
ϐάση τα δεδοµένα της άσκησης, έχουµε ότι :

• Οι Xi είναι ανεξάρτητες τ.µ.
• E[Xi] = 17.5 και σXi = 4

΄Αρα, για τη Ϲητούµενη πιθανότητα-µε χρήση του Κεντρικού Οριακού Θεωρήµατος-έχουµε:

P (Sn < 2 · 60 · 60) = P (Sn < 7200)
n=400
= P

(
S400 − 400 · 17.5

4
√
400

≤ 7200− 400 · 17.5
4
√
400

)
= P

(
S400 − 7000

80
≤ 7200− 7000

80

)
= P

(
S400 − 7000

80
≤ 200

80

)
= Φ(2.5) = 0.9938

(ii ) ∆εδοµένου ότι ο Κώστας απαντά κάθε ερώτηση στην τύχη, η πιθανότητα να επιλέξει την σωστή
απάντηση είναι 1

10 (αφού κάθε multiple-choice ερωτηση έχει 10 δυνατές απαντήσεις).

Ορίζουµε τις τ.µ. Xi (i = 1, 2, ..., 50) ως εξής :

Xi =

{
3 µε πιθανότητα p = 1

10

−1 µε πιθανότητα 1− p = 9
10

Για τις τ.µ. Xi, έχουµε:

• E[Xi] = 3 · 1
10 − 1 · 9

10 = − 6
10 = −3

5

• V AR[Xi] = E[X2
i ]− (E[Xi])

2 = 32 · 1
10 + (−1)2 · 9

10 − 6
10 = 12

10 = 6
5

΄Αρα, η πιθανότητα να συγκεντρώσει ο Κώστας µέσο όρο ϐαθµολογίας (> 0.5) :

P

(
Sn

n
> 0.5

)
n=50
= P (S50 > 50 · 0.5) = P (S50 > 25)

= P

(
S50 − 50 · (−3

5)

50
√

6
5

>
25− 50 · (−3

5)

50
√

6
5

)

= P

(
S50 + 30

50
√

6
5

>
25 + 30

50
√

6
5

)
= P

(
S50 + 30

50
√

6
5

>
55

50
√

6
5

)

= P

(
S50 + 30

50
√

6
5

>
11

10
√

6
5

)
= 1− P

(
S50

50
√

6
5

≤ 11

10
√

6
5

)

= 1− Φ

(
11

10
√

6
5

)
= 1− Φ(1.0042) = 1− 0.8423 = 0.1577
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΄Ασκηση 4.

΄Ενα εργοστάσιο παράγει Xn αντικείµενα την ηµέρα n, όπου Xn είναι ανεξάρτητες και όµοια κατα-
νεµηµένες τ.µ. µε µέση τιµή ίση µε 5 και διασπορά ίση µε 9.

(i ) Να υπολογίσετε µία προσέγγιση του ότι ο συνολικός αριθµός αντικειµένων που παράγονται
σε 100 ηµέρες είναι λιγότερος από 440.

(ii ) Να υπολογίσετε το µέγεθος του δείγµατος, n, έτσι ώστε να ισχύει η σχέση:

P (X1 +X2 + ...+Xn ≥ 200 + 5n) ≤ 0.05

(iii ) ΄Εστω N η πρώτη ηµέρα κατά την οποία ο συνολικός αριθµός παραγόµενων αντικειµένων
υπερβαίνει τα 1000. Να υπολογίσετε µία προσέγγιση της πιθανότητας ότι N ≥ 220.

Λύση:

(i ) ΄Εστω Sn = X1+X2+ ...+Xn ο συνολικός αριθµός αντικειµένων που παράγονται σε n µέρες.
Με ϐάση τα δεδοµένα της άσκησης (Xn είναι ανεξάρτητες και όµοια κατανεµηµένες τ.µ. µε
µέση τιµή ίση µε 5 και διασπορά ίση µε 9), έχουµε:

•

E[Sn] = E[X1 +X2 + ...+Xn] = E[X1] + E[X2] + ...+ E[Xn]

= 5 + 5 + ..+ 5 = 5n

•

V AR[Sn] = V AR[X1 +X2 + ...+Xn] = V AR[X1] + V AR[X2] + ...+ V AR[Xn]

= 9 + 9 + ..+ 9 = 9n

•

σSn =
√
V AR[Sn] =

√
9n = 3

√
n

΄Αρα, για τη Ϲητούµενη προσέγγιση-µε χρήση του Κεντρικού Οριακού Θεωρήµατος-έχουµε:

P (S100 < 440) = P (S100 ≤ 439.5)
n=100
= P

(
S100 − 500

30
≤ 439.5− 500

30

)
= P

(
S100 − 500

30
≤ −2.0167

)
= Φ(−2.0167)

= 1− Φ(2.0167) = 1− 0.9781 = 0.0219

(ii ) Εφαρµόζοντας το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα, έχουµε:

P (X1 +X2 + ...+Xn ≥ 200 + 5n) ≤ 0.05 ⇒ P (Sn ≥ 200 + 5n) ≤ 0.05

⇒ P (
Sn − 5n

3
√
n

≥ 200 + 5n− 5n

3
√
n

) ≤ 0.05 ⇒ P

(
Sn − 5n

3
√
n

≥ 200

3
√
n

)
≤ 0.05

⇒ 1− P

(
Sn − 5n

3
√
n

≤ 200

3
√
n

)
≤ 0.05 ⇒ 1− Φ

(
200

3
√
n

)
≤ 0.05

⇒ Φ

(
200

3
√
n

)
≥ 0.95 ⇒ Φ

(
200

3
√
n

)
NormalTables

≥
Φ(1.65)≈0.95

Φ(1.65)

⇒ 200

3
√
n
≥ 1.65 ⇒

√
n ≤ 40.4040

⇒ n ≤ 1632.483216 ⇒ n ≤ 1632
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(iii ) Το γεγονός N ≥ 220 (δηλαδή, ότι χρειάζονται τουλάχιστον 220 ηµέρες ώστε ο συνολικός
αριθµός παραγόµενων αντικειµένων να υπερβαίνει τα 1000) είναι το ίδιο µε το γεγονός S219 ≤
1000 (δηλαδή, ότι δεν παρήχθησαν περισσότερα από 1000 αντικείµενα τις πρώτες 219 ηµέρες).

΄Ετσι, εφαρµόζοντας το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα, έχουµε:

P (N ≥ 220) = P (S219 ≤ 1000) = P

(
S219 − 5 · 219

3
√
219

≤ 1000− 5 · 219
3
√
219

)
= P

(
S219 − 1095

3
√
219

≤ 1000− 1095

3
√
219

)
= P

(
S219 − 1095

3
√
219

≤ −95

3
√
219

)
= P

(
S219 − 1095

3
√
219

≤ −2.1398

)
= Φ(−2.1398)

= 1− Φ(2.1398) = 1− 0.9838 = 0.0162

΄Ασκηση 5.

Η µεταβολή της στάθµης ενός ταµιευτήρα σε ένα υδρολογικό έτος ακολουθεί οµοιόµορφη κατανοµή
στο [0.5, 0.8]. Οι τιµές της µεταβολής αναφέρονται σε µέτρα.

1. Να υπολογίσετε προσεγγιστικά την πιθανότητα µετά από 25 υδρολογικά έτη, ο ταµιευτήρας να
έχει επιφάνεια η οποία ανέβηκε τουλάχιστον κατά 16µ, ϑεωρώντας ότι αρχίσαµε να µετράµε
από το ϕετινό υδρολογικό έτος.

2. Να ϐρείτε τον ελάχιστο αριθµό υδρολογικών ετών που πρέπει να περάσουν, ώστε µε πιθανότητα
τουλάχιστον 80% η στάθµη του ταµιευτήρα να ανέβηκε τουλάχιστον κατά 16µ (σε σχέση µε
ϕέτος).

Λύση

Μέσος όρος και τυπική απόκλιση της ετήσιας µεταβολής

΄Εστω X ∼ U(0.5, 0.8), όπου X η ετήσια µεταβολή της στάθµης. Ο µέσος όρος της κατανοµής είναι :

E[X] =
a+ b

2
=

0.5 + 0.8

2
= 0.65

και η διακύµανση είναι :

Var(X) =
(b− a)2

12
=

(0.8− 0.5)2

12
=

0.09

12
= 0.0075

΄Αρα, η τυπική απόκλιση είναι :
σX =

√
0.0075 ≈ 0.0866

(α) Πιθανότητα να ανέβει η στάθµη τουλάχιστον κατά 16µ σε 25 έτη

Η συνολική µεταβολή µετά από n = 25 έτη είναι το άθροισµα των ανεξάρτητων τυχαίων µεταβλητών :

Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn

Το άθροισµα ακολουθεί προσεγγιστικά κανονική κατανοµή λόγω του κεντρικού οριακού ϑεωρήµα-
τος :

Sn ∼ N
(
nE[X], nσ2

X

)
∆ηλαδή:

S25 ∼ N (25× 0.65, 25× 0.0075) = N (16.25, 0.1875)
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Η πιθανότητα που Ϲητείται είναι :

P (S25 ≥ 16) = P

(
S25 − 16.25√

0.1875
≥ 16− 16.25√

0.1875

)
Υπολογίζουµε την κανονικοποιηµένη µεταβλητή:

Z =
16− 16.25√

0.1875
=

−0.25

0.433
≈ −0.577

Από τον πίνακα της κανονικής κατανοµής:

P (Z ≥ −0.577) = 1− P (Z ≤ −0.577) ≈ 1− Φ(0.577) = 1− 0.282 = 0.718

΄Αρα, η πιθανότητα είναι :
P (S25 ≥ 16) ≈ 0.718

(ϐ) Ελάχιστος αριθµός ετών ώστε η πιθανότητα να είναι τουλάχιστον 80%

Ζητούµε το ελάχιστο n ώστε :
P (Sn ≥ 16) ≥ 0.8

Με τον ίδιο συλλογισµό:
Sn ∼ N (nE[X], nσ2

X)

Αντικαθιστούµε :
Sn ∼ N (0.65n, 0.0075n)

Η αντίστοιχη κανονικοποιηµένη µεταβλητή είναι :

Z =
16− 0.65n√

0.0075n

Από τον πίνακα της κανονικής κατανοµής, ϑέλουµε:

P (Z ≥ z) = 0.8 ⇒ P (Z ≤ z) = 0.2

Από τους πίνακες, το z που ικανοποιεί αυτή τη συνθήκη είναι περίπου −0.842, δηλαδή:

16− 0.65n√
0.0075n

= −0.842

Λύνουµε ως προς n:

16− 0.65n = −0.842
√
0.0075n

Υψώνουµε στο τετράγωνο:

(16− 0.65n)2 = 0.708 · n

Επιλύοντας αριθµητικά, ϐρίσκουµε ότι το ελάχιστο n που ικανοποιεί την ανίσωση είναι :

n = 29

΄Ασκηση 6. Σε αυτή την άσκηση σας Ϲητείται να προσοµοιώσετε µια εφαρµογή του Κεντρικού
Οριακού Θεωρήµατος, χρησιµοποιώντας την Python. Ακολουθήστε τα παρακάτω ϐήµατα:

1. ∆ηµιουργήστε N = 1200 ψευδοτυχαία δείγµατα µιας οµοιόµορφης τυχαίας µεταβλητής X στο
διάστηµα [0, 1] και µιας εκθετικής τυχαίας µεταβλητής Y µε παράµετρο λ = 1. (Υπόδειξη :
Χρησιµοποιείστε τη συνάρτηση numpy.random.uniform() και numpy.random.exponential()).

2. Απεικονίστε τα ιστογράµµατα των τυχαίων µεταβλητών X και Y , µε nbins = 25. (Υπόδειξη :
Χρησιµοποιείστε τη συνάρτηση matplotlib.pyplot.hist()).
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3. ∆ηµιουργήστε N = 1200 ψευδοτυχαία δείγµατα από n = 25 οµοιόµορφες τυχαίες µεταβλητές
X1, X2, . . . , Xn στο διάστηµα [0, 1] και από n = 25 εκθετικές τυχαίες µεταβλητές Y1, Y2, . . . , Yn
µε παράµετρο λ = 1.

4. Υπολογίστε τους δειγµατικούς µέσους όρους MXn = X1+X2+···+Xn
n και MYn = Y1+Y2+···+Yn

n
και απεικονίστε τα ιστογράµµατά τους.

5. Ορίστε τις µεταβλητές ZXn =
MXn−µX

σX/
√
n

και ZYn =
MYn−µY

σY /
√
n

, όπου µX και σX είναι η µέση
τιµή και η τυπική απόκλιση της οµοιόµορφης κατανοµής, ενώ µY και σY της εκθετικής.
Απεικονίστε τα ιστογράµµατά τους.

6. Εκτιµήστε τις συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας (PDFs) των MXn και MYn µέσω ιστο-
γραµµάτων. Υπολογίστε την πυκνότητα κάθε bin µε τη σχέση:

p =
bin_counts

bin_length ·N

7. Εκτιµήστε τις συναρτήσεις πυκνότητας πιθανότητας των MXn και MYn µέσω κανονικών κατα-
νοµών (Gaussian). Χρησιµοποιήστε τη συνάρτηση scipy.stats.norm.pdf() για την εκτίµηση
της κανονικής πυκνότητας.

8. Απεικονίστε σε κοινά διαγράµµατα τις εκτιµήτριες των συναρτήσεων πυκνότητας πιθανότητας
των MXn και MYn και συγκρίνετέ τις µε τις αντίστοιχες ϑεωρητικές Gaussian κατανοµές.

9. Πειραµατιστείτε µε διαφορετικές τιµές των N , nbins και n (π.χ., N = 10000, nbins = 100,
n = 100) και καταγράψτε τις παρατηρήσεις σας.

Παραθέστε τον κώδικά σας, τα Ϲητούµενα γραφήµατα και µία µικρή αναφορά µε τις παρατη-
ϱήσεις σας για τα αποτελέσµατα.

Λύση:

Το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα (ΚΟΘ) αναφέρει ότι, για µεγάλα µεγέθη δείγµατος, η κατανοµή
των δειγµατικών µέσων προσεγγίζει την κανονική κατανοµή ανεξάρτητα από την αρχική κατανοµή
των δεδοµένων. Σε αυτήν την εργασία, εξετάζουµε την εφαρµογή του ΚΟΘ στις οµοιόµορφες και
εκθετικές κατανοµές.

1. Ιστόγραµµα των Αρχικών Κατανοµών Παρακάτω ϕαίνεται η κατανοµή των αρχικών δεδοµένων,
τόσο για την οµοιόµορφη όσο και για την εκθετική κατανοµή.

Σχήµα 1: Ιστόγραµµα Οµοιόµορφης και Εκθετικής Κατανοµής

2. Ιστόγραµµα των ∆ειγµατικών Μέσων
Με τον υπολογισµό του µέσου όρου δείγµατος από τις δύο κατανοµές, παίρνουµε τα ακόλουθα
ιστογράµµατα.

3. Κανονικοποιηµένες Μεταβλητές
Οι κανονικοποιηµένες µεταβλητές ZXn και ZY n ορίζονται ως :

ZXn =
MXn − µX

σX/
√
n

, ZY n =
MY n − µY

σY /
√
n

(1)

Τα ιστογράµµατα των µεταβλητών αυτών συγκρίνονται µε την κανονική κατανοµή N(0, 1).
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Σχήµα 2: Ιστόγραµµα των ∆ειγµατικών Μέσων (Μξ_ν και Μψ_ν)

Σχήµα 3: Ιστόγραµµα των ZXn και ZY n

4. Εκτίµηση Πυκνότητας Πιθανότητας
Εκτιµούµε την πυκνότητα πιθανότητας (PDF ) από το δείγµα και συγκρίνουµε µε την ϑεωρη-
τική κατανοµή.

Σχήµα 4: Εκτιµώµενο PDF των ∆ειγµατικών Μέσων

5. Σύγκριση Εκτιµώµενου και Θεωρητικού PDF Συγκρίνουµε το εκτιµώµενο PDF µε το ϑεω-
ϱητικό PDF της κανονικής κατανοµής.

6. Πειραµατισµός µε Μεγαλύτερο ∆είγµα
Αυξάνοντας το πλήθος των δειγµάτων και το µέγεθος του δείγµατος, ϐλέπουµε ακόµα πιο
οµαλή προσέγγιση της κανονικής κατανοµής.
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Σχήµα 5: Θεωρητικό PDF των ∆ειγµατικών Μέσων

Σχήµα 6: Σύγκριση Εκτιµώµενου και Θεωρητικού PDF

Σχήµα 7: Πειραµατισµός µε Ν= [100,1000,10000,100000]

Τα αποτελέσµατα επιβεβαιώνουν το Κεντρικό Οριακό Θεώρηµα. Καθώς το µέγεθος δείγµατος
αυξάνεται, η κατανοµή των δειγµατικών µέσων προσεγγίζει την κανονική κατανοµή, ανεξάρτητα από
την αρχική κατανοµή των δεδοµένων.


