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΄Ασκηση 1.

Πακέτα πληροφορίας καταφτάνουν σε έναν κόµβο του δικτύου σύµφωνα µε µία στοχαστική
διαδικασία Poisson µε ένταση 1500 πακέτα το δευτερόλεπτο.

1) Ποια είναι η µέση τιµή του χρονικού διαστήµατος µέχρι την άφιξη του 10000-στού πακέτου ;

2) Ποιο είναι το µέσο πλήθος των πακέτων που ϕτάνουν στον κόµβο µεταξύ 06:50 και 07:00;

3) Ποια είναι η πιθανότητα ότι ακριβώς 10 πακέτα ϕτάνουν στον κόµβο στη διάρκεια 0.01 δευ-
τερολέπτων ;

4) Ποια είναι η πιθανότητα ότι το χρονικό διάστηµα µεταξύ της άφιξης του 1000-στού και του
1001-στού πακέτου είναι µεγαλύτερο από 0.0005 δευτερόλεπτα ;

Λύση

1) Το χρονικό διάστηµα T10000 έως την άφιξη των 10000-στών πακέτων ακολουθεί κατανοµή
Erlang τάξης 10000 µε παράµετρο λ = 1500. Εποµένως :

E[T10000] =
10000

1500
σες = 6.67sec

2) Το πλήθος των πακέτων N600 που ϕτάνουν µεταξύ 06:50 - 07:00, δηλαδή σε ένα διάστηµα 10
λεπτών ή 600 sec , ακολουθεί Poisson κατανοµή µε παράµετρο 1500× 600. Εποµένως :

E[N600] = 1500× 600 = 900000 πακέτα

3) Το πλήθος των πακέτων N0.01 που ϕτάνουν σε 0.01 sec ακολουθεί Poisson κατανοµή µε
παράµετρο 1500× 0.01 = 15. Συνεπώς:

P (N0.01 = 10) =
1510

10!
e−15

= 0.0486

4) Το χρονικό διάστηµα T µεταξύ διαδοχικών αφίξεων ακολουθεί εκθετική κατανοµή µε παράµε-
τρο 1500 sec−1:

T ∼ e1500

Η αθροιστική συνάρτηση κατανοµής είναι :

FT (t) = 1− e−1500t

Συνεπώς:
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P (T > 0.0005) = 1− FT (0.0005)

= e−1500×0.0005

= 0.4724

΄Ασκηση 2.

Οι µεταφορικές εταιρίες S και T στέλνουν ϕορτία από την Αθήνα στο Ηράκλειο σύµφωνα µε
δύο ανεξάρτητες µεταξύ τους στοχαστικές διαδικασίες Poisson µε ϱυθµούς λS και λT (ϕορτία
ανά ηµέρα), αντίστοιχα. Το ϐάρος κάθε ϕορτίου σε τόνους, ανεξάρτητα από ποια µεταφορική
προέρχεται, είναι τυχαία µεταβλητή X µε συνάρτηση πιθανότητας :

pX(x) =


0.5, x = 600,

0.3, x = 1000,

0.2, x = 2000,

0, αλλού

1) Ποια είναι η πιθανότητα του γεγονότος : 5 ϕορτία ϕτάνουν στο Ηράκλειο µεταξύ 09:00-
15:00 µέσω της µεταφορικής S ΚΑΙ 7 ϕορτία ϕτάνουν στο Ηράκλειο µεταξύ 16:00-24:00
µέσω της µεταφορικής T ;

2) Υπολογίστε το µέσο ϐάρος του συνολικού ϕορτίου που ϕτάνει στο Ηράκλειο στη διάρκεια
6 ωρών.

Λύση

1) ΄Εστω

A = {5 ϕορτία από τη µεταφορική S σε 6η µεταξύ 09:00 - 15:00}
B = {7 ϕορτία από τη µεταφορική T σε 8η µεταξύ 16:00 - 24:00}

Ζητούµε P (A ∩ B) = P (A)P (B) καθώς τα A και B είναι ανεξάρτητα γεγονότα επειδή
ορίζονται σε µη επικαλυπτόµενα µεταξύ τους χρονικά διαστήµατα και επιπλέον αφορούν
ανεξάρτητες στοχαστικές διαδικασίες Poisson.
Ορίζουµε : St: πλήθος ϕορτίων σε χρόνο t από τη µεταφορά S και Tt: πλήθος ϕορτίων
σε χρόνο t από τη µεταφορά T .

St1 ∼ Poisson(λst), όπου t1 = 6/24 = 1/4 ηµέρες

Tt2 ∼ Poisson(λT t2), όπου t2 = 8/24 = 1/3 ηµέρες

Υπολογίζουµε τις πιθανότητες :

P (A) = P (St1 = 5) =
(λs/4)

5

5!
e−λs/4

P (B) = P (Tt2 = 7) =
(λT /3)

7

7!
e−λT /3

P (A ∩B) =
(λs/4)

5

5!
e−λs/4 × (λT /3)

7

7!
e−λT /3
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2) ΄Εστω Rt το πλήθος των συνολικών ϕορτίων και από τις δύο µεταφορές που ϕτάνουν σε
χρόνο 6h = 1

4 ηµερών:

Rt ∼ Poisson(λst+ λT t)

E[Rt] =
λs + λT

4

΄Εστω Xi το ϐάρος του i-οστού ϕορτίου.

E[Xi] = 0.5× 600 + 0.3× 1000 + 0.2× 2000 = 1000 τόνοι

Το ϐάρος X των συνολικών ϕορτίων είναι :

X = X1 +X2 + · · ·+XRt

Εποµένως :

E[X] = E[Xi] · E[Rt] = 1000× λs + λT

4
= 250(λs + λT )

΄Ασκηση 3.

Βρίσκεστε για κατασκήνωση στον Αµαζόνιο, αλλά ξεχάσατε το εντοµοαπωθητικό σας. Ως
αποτέλεσµα, κάθε δευτερόλεπτο σας τσιµπάει ένα κουνούπι µε πιθανότητα p=0.2.

1) Ποια η συνάρτηση πιθανότητας του χρόνου µέχρι να σας τσιµπήσει κουνούπι για
πρώτη ϕορά ;

2) Ποια η µέση τιµή του χρονικού διαστήµατος µέχρι να σας τσιµπήσει κουνούπι για
πρώτη ϕορά ;

3) Τα πρώτα 10 δευτερόλεπτα δεν σας έχει τσιµπήσει κανένα κουνούπι. Ποια η µέση
τιµή του χρονικού διαστήµατος µέχρι να σας τσιµπήσει κουνούπι για πρώτη ϕορά
(µετρώντας από t=10);

Λύση

1) Το σενάριο όπου κουνούπια ανεξάρτητα προσγειώνονται πάνω σας, µπορεί να µο-
ντελοποιηθεί ως µια στοχαστική διαδικασία X1, X2, . . . ανεξάρτητων τ.µ. Bernoulli
µε κάθε δοκιµή Xi να αποτελεί το γεγονός όπου ένα κουνούπι προσγειώνεται πάνω
σας µε πιθανότητα p:

pXi(x) =

{
0.2, x = 1

0.8, x = 0

Γνωρίζουµε από τη ϑεωρία ότι ο χρόνος T µέχρι την πρώτη επιτυχία σε µια στοχα-
στική διαδικασία Bernoulli µοντελοποιείται ως µια Γεωµετρική τ.µ. µε παράµετρο
p, άρα η Ϲητούµενη συνάρτηση πυκνότητας πιθανότητας για το χρόνο µέχρι να προ-
σγειωθεί πάνω σας το πρώτο κουνούπι ϑα είναι Γεωµετρική µε p = 0.2:

pT (t) =

{
(1− p)t−1 · p = (1− 0.2)t−1 · 0.2 = (0.8)t−1 · 0.2, t ≥ 1

0, αλλιώς

2) Η µέση τιµή της Γεωµετρικής µε παράµετρο p είναι 1
p , εποµένως ο µέσος χρόνος

µέχρι να σας τσιµπήσει κουνούπι πρώτη ϕορά ϑα είναι 1
0.2 = 5 δευτερόλεπτα.
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3) Επειδή η διαδικασία Bernoulli δεν έχει µνήµη, δεν έχει σηµασία πότε σας τσίµπησε
πρώτη ϕορά ένα κουνούπι και αν αυτό έγινε το 1ο δευτερόλεπτο, το 2ο, το 20ο ή το
200ο. Εποµένως, η µέση τιµή του χρόνου µετρώντας από τη στιγµή t = 10 ϑα είναι
και πάλι 1

0.2 = 5 δευτερόλεπτα.

΄Ασκηση 4.

Υποθέστε ότι έχετε n κόλλες χαρτιού σε ένα συρτάρι. Ζωγραφίζετε σε µία κόλλα, την
υπογράφετε και στη συνέχεια, αντί να την τοποθετήσετε στην άκρη, την ϐάζετε ξανά πίσω
στο συρτάρι. Εάν κάθε κόλλα είναι το ίδιο πιθανόν να Ϲωγραφιστεί κάθε ϕορά, ανεξάρ-
τητα από τις υπόλοιπες, ποιός είναι ο αναµενόµενος αριθµός από κόλλες που ϑα έχετε
Ϲωγραφίσει, πριν υπογράψετε και τις n κόλλες ;

Λύση

Θεωρούµε M το συνολικό αριθµό χαρτιών που τραβάµε από το συρτάρι µέχρι να Ϲωγρα-
ϕίσουµε και τις n κόλλες. ΄Εστω Ti να είναι ο αριθµός των χαρτιών που τραβάµε µέχρι
να τραβήξουµε την επόµενη µη Ϲωγραφισµένη κόλλα, αφού έχουµε Ϲωγραφίσει i κόλλες.
Τότε M = T0 + ...+ Tn−1.
Μπορούµε να ϑεωρήσουµε την διαδικασία του να τραβάµε την επόµενη κενή κόλλα α-
ϕού έχουµε Ϲωγραφίσει i κόλλες, ως µία ακολουθία Bernoulli µε πιθανότητα επιτυχίας
pi =

n−i
n , εφόσον υπάρχουν n − i κενές σελίδες από το σύνολο n σελιδών. Κάθε ϕύλλο

χαρτιού έχει την ίδια ανεξάρτητη πιθανότητα να επιλεγεί από το συρτάρι. Η διαδικασία
τραβήγµατος ϕύλλων χαρτιού από το συρτάρι µέχρι να πετύχουµε την επόµενη κενή
κόλλα, αφού έχουµε Ϲωγραφίσει i κόλλες, ακολουθεί γεωµετρική πρόοδο.
Η πιθανότητα να χρειαστούµε k προσπάθειες µέχρι να τραβήξουµε την επόµενη κενή
κόλλα, αφού έχουµε Ϲωγραφίσει i κόλλες είναι :

P (Ti = k) = (1− pi)
k−1pi

Η αναµενόµενη τιµή του M είναι :

E[M ] = E[
∑n−1

i=0 Ti] =
∑n−1

i=0 E[Ti] =
∑n−1

i=0
n

n−i = n
∑n

k=1
1
k

΄Ασκηση 5.

Για τις ανάγκες της δουλειάς σας, έχετε κάνει για µία µέρα εκτροπή από το τηλέφωνο της
εργασίας στο προσωπικό σας τηλέφωνο. Ως αποτέλεσµα, όταν χτυπήσει το τηλέφωνό σας
δεν γνωρίζετε αν είναι επαγγελµατικό ή προσωπικό. Υποθέστε ότι όταν χτυπήσει είναι
επαγγελµατικό µε πιθανότητα p ή προσωπικό τηλεφώνηµα µε πιθανότητα 1 − p. Στο
τέλος του ωραρίου σας, έχετε δεχτεί συνολικά 30 κλήσεις.

1) Ποια η ΣΜΠ, η µέση τιµή και η διασπορά του αριθµού των επαγγελµατικών τηλε-
ϕωνηµάτων ;

2) Προσδιορίστε την µέση τιµή της απόλυτης διαφοράς των αριθµών των δύο ειδών
τηλεφωνηµάτων.

3) Υποθέστε ότι το πρώτο τηλεφώνηµα είναι επαγγελµατικό. Ποια η δεσµευµένη ΣΜΠ,
µέση τιµή και διασπορά των επαγγελµατικών κλήσεων ;

Λύση

1) Οι επαγγελµατικές κλήσεις X κατανέµονται ∆ιωνυµικά µε παραµέτρους p και n =
30.
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PX(k) =

(
30

k

)
pk(1− p)30−k.

Η µέση τιµή και η διασπορά είναι E[X] = 30p, var(X) = 30p(1− p).
2) Συµβολίζουµε µε X τις επαγγελµατικές κλήσεις και µε Y τις προσωπικές κλήσεις.

Προφανώς, X + Y = 30.

E[|X − Y |] =E[X − Y |X > Y ] · P (X > Y ) + E[Y −X|X ≤ Y ] · P (X ≤ Y )

=E[X − Y |X > 15] · P (X > 15) + E[Y −X|X ≤ 15] · P (X ≤ 15)

΄Εχουµε,

P (X > Y ) = P (X > 15) =

30∑
k=16

(
30

k

)
pk(1− p)30−k ,

P (X ≤ Y ) = P (X ≤ 15) =
15∑
k=0

(
30

k

)
pk(1− p)30−k ,

E[X − Y |X > 15] = E[2X − 30|X > 15]

= 2E[X|X > 15]− 30

= 2
30∑
k=0

kPX(k|X > 15)− 30

=
2

P (X > 15)

30∑
k=0

kPX(k ∩X > 15)− 30

=
2

P (X > 15)

30∑
k=16

kPX(k)− 30

=
2

P (X > 15)

30∑
k=16

k

(
30

k

)
pk(1− p)30−k − 30 ,

E[Y −X|X ≤ 15] = E[30− 2X|X ≤ 15]

= 30− 2E[X|X ≤ 15]

= 30− 2

30∑
k=0

kPX(k|X ≤ 15)

= 30− 2

P (X ≤ 15)

30∑
k=0

kPX(k ∩X ≤ 15)

= 30− 2

P (X ≤ 15)

15∑
k=0

kPX(k)

= 30− 2

P (X ≤ 15)

15∑
k=0

k

(
30

k

)
pk(1− p)30−k .
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Εποµένως,

E[|X − Y |] =

(
2

P (X > 15)

30∑
k=16

k

(
30

k

)
pk(1− p)30−k − 30

)
· P (X > 15)

+

(
30− 2

P (X ≤ 15)

15∑
k=0

k

(
30

k

)
pk(1− p)30−k

)
· P (X ≤ 15)

=2
30∑

k=16

k

(
30

k

)
pk(1− p)30−k − 2

15∑
k=0

k

(
30

k

)
pk(1− p)30−k − 30(P (X > 15)− P (X ≤ 15))

=2

(
30∑

k=16

k

(
30

k

)
pk(1− p)30−k −

15∑
k=0

k

(
30

k

)
pk(1− p)30−k

)

− 30

(
30∑

k=16

(
30

k

)
pk(1− p)30−k −

15∑
k=0

(
30

k

)
pk(1− p)30−k

)

=2

(
30∑
k=0

k

(
30

k

)
pk(1− p)30−k − 2

15∑
k=0

k

(
30

k

)
pk(1− p)30−k

)

− 30

(
30∑
k=0

(
30

k

)
pk(1− p)30−k − 2

15∑
k=0

(
30

k

)
pk(1− p)30−k

)

=2

(
30p− 2

15∑
k=0

k

(
30

k

)
pk(1− p)30−k

)
− 30

(
1− 2

15∑
k=0

(
30

k

)
pk(1− p)30−k

)

=60p− 30 + 2
15∑
k=0

(30− 2k)

(
30

k

)
pk(1− p)30−k

(Θα µπορούσαµε να σταµατήσουµε στην τρίτη ισότητα, αλλά καταλήξαµε σε µια
πολύ πιο απλή έκφραση).
Σηµείωση: Στην τέταρτη ισότητα, προσθέσαµε και αφαιρέσαµε τα αθροίσµατα

∑15
k=0(·).

Στην πέµπτη ισότητα, αναγνωρίσαµε ότι
∑30

k=0

(
30
k

)
pk(1− p)30−k = E[X] = 30p και

ότι
∑30

k=0

(
30
k

)
pk(1− p)30−k είναι το άθροισµα της ∆ιωνυµικής ΣΜΠ σε ολόκληρο το

πεδίο τιµών της, το οποίο ισούται µε 1.
3) Ο αριθµός των υπόλοιπων επαγγελµατικών κλήσεων Xr κατανέµεται ∆ιωνυµικά µε

παραµέτρους p και n = 29. Ο συνολικός αριθµός επαγγελµατικών κλήσεων είναι
X = 1 +Xr. Εποµένως, E[X|X ≥ 1] = 1 +E[Xr] = 1 + 29p και var(X|X ≥ 1) =
var(Xr) = 29p(1− p). Ας υπολογίσουµε την ΣΜΠ,

pX(k|X ≥ 1) =
pX(k ∩X ≥ 1)

p(X ≥ 1)
=

{
pX(k)

1−pX(0) , k ≥ 1

0 , αλλού

=

(30k )p
k(1−p)30−k

1−(1−p)30
, k ≥ 1

0 , αλλού
.

΄Ασκηση 6.

΄Ενας ψαράς πιάνει ψάρια σύµφωνα µε µια διαδικασία Poisson µε ϱυθµό λ = 0.6 ανά
ώρα. Ο ψαράς αρχικά ψαρεύει για δύο ώρες. Εάν σε αυτό το διάστηµα πιάσει τουλάχι-
στον ένα ψάρι, τότε σταµατάει το ψάρεµα. ∆ιαφορετικά, συνεχίζει µέχρι να πιάσει ένα
ψάρι οπότε και σταµατάει το ψάρεµα.

1) Βρείτε την πιθανότητα ότι ϑα αναγκαστεί να ψαρεύει παραπάνω από δύο ώρες.
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2) Βρείτε την πιθανότητα ότι πιάνει τουλάχιστον δύο ψάρια.
3) Βρείτε τον µέσο συνολικό χρόνο ψαρέµατος, δεδοµένου ότι ήδη ψαρεύει για 4 ώρες.
4) Βρείτε την πιθανότητα ότι ο συνολικός χρόνος που περνάει ψαρεύοντας είναι µεγα-

λύτερος των δύο και µικρότερος ή ίσος των επτά ωρών.
5) Προσοµοιώστε την παραπάνω άσκηση σε γλώσσα προγραµµµατισµού της επιλογής

σας, εκτελώντας 104 πειράµατα όπου στο κάθε πείραµα υπολογίζετε τον συνολικό
χρόνο ψαρέµατος του ψαρά. Απεικονίστε την παραπάνω κατανοµή σε ένα ιστόγραµ-
µα. ∆οκιµάστε για µικρότερες τιµές του λ και εξηγείστε συνοπτικά τις παρατηρήσεις
σας.
(Μπορείτε να χρησιµοποιήσετε συναρτήσεις όπως poissrnd() για Matlab ή random.poisson()
για Python).

Λύση

1) Αυτή είναι η πιθανότητα να µην υπάρχει άφιξη για 2 ώρες. ∆ίδεται από:

P (0, 2) = e−0.6·2 = 0.301.

Εναλλακτική λύση: Αυτή είναι η πιθανότητα ότι η πρώτη άφιξη έρχεται µετά από 2
ώρες :

P (T1 > 2) =

∫ ∞

2
fT1(t) dt =

∫ ∞

2
0.6 e−0.6t dt = e−0.6·2 = 0.301.

2) Αν πιάσει τουλάχιστον δύο ψάρια, πρέπει να έχει ψαρέψει για ακριβώς δύο ώρες.
Συνεπώς, η Ϲητούµενη πιθανότητα ισούται µε την πιθανότητα ότι ο αριθµός των
ψαριών που πιάνονται κατά τις πρώτες δύο ώρες είναι τουλάχιστον 2, δηλαδή:

∞∑
k=2

P (k, 2) = 1− P (0, 2)− P (1, 2) = 1− e−0.6·2 − (0.6 · 2)e−0.6·2 = 0.337.

Εναλλακτική λύση: Το γεγονός που µας ενδιαφέρει συµβαίνει αν και µόνο αν ο
χρόνος Y2 της δεύτερης άφιξης είναι λιγότερος ή ίσος µε 2. Συνεπώς, η Ϲητούµενη
πιθανότητα είναι :

P (Y2 ≤ 2) =

∫ 2

0
fY2(y) dy =

∫ 2

0
(0.6)2ye−0.6y dy.

Αυτό το ολοκλήρωµα µπορεί να υπολογιστεί ολοκληρώνοντας κατά µέρη, όµως αυτός
ο υπολογισµός είναι πιο περίπλοκος σε σχέση µε την πρώτη λύση.

3) ∆εδοµένου ότι ο ψαράς ήδη ψαρεύει για 4 ώρες, ο µελλοντικός χρόνος ψαρέµατος
είναι ο χρόνος µέχρι να πιαστεί το πρώτο ψάρι. Λόγω της έλλειψης µνήµης της
στοχαστικής διαδικασίας Poisson, ο µελλοντικός χρόνος είναι εκθετικός µε µέση
τιµή 1

λ . Εποµένως, ο µέσος συνολικός χρόνος ψαρέµατος είναι :

4 +
1

0.6
= 5.667.

4) Η Ϲητούµενη πιθανότητα είναι η πιθανότητα ο ψαράς να µην πιάσει κανένα ψάρι
στις πρώτες 2 ώρες, και πιάσει τουλάχιστον 1 στις υπόλοιπες 5 ώρες. Η πρώτη
πιθανότητα µας δίνεται από το ερώτηµα (α), ενώ η δεύτερη µπορεί να υπολογιστεί
ως 1 − P (0, 5) = 1 − e−0.6·5 = 0.95. ΄Αρα η τελική Ϲητούµενη πιθανότητα ϑα είναι
P = 0.3 · 0.95 = 0.285.
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5) ΄Οπως ϐλέπουµε, για µεγαλύτερο λ (αριστερή εικόνα) το µεγαλύτερο πλήθος της
κατανοµής ϐρίσκετε σε µικρές τιµές του χρόνου, ενώ καθώς το µειώνουµε (δεξιά
εικόνα) η κατανοµή ¨απλώνεται¨ σε µεγαλύτερο εύρος.


